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�F�r���l���F ¡���
n = p = 2 ¢

(P) min
x∈Ω

(x1 − c1)
2 + (x2 − c2)

2 £�¤ Ω =
{

x ∈ R
2 : (x1 + x2)

2
6 α

}

Ω
�n��¥l¦§�©¨ £�ª �r«¬���S  £�ª�§® «������¯¥ ® �°¨§��¦<±²¨ ®	£ «¬¥	�n� ¢

x ∈ Ω ⇐⇒







x1 + x2 6
√
α

ou

x1 + x2 > −√
α

³!���¡´µ�r¶·«¬¥1¨ £ �� *¨§��¥ ®	£ ¦§¸�� ® ��� I£ «¬�¯¥�¨<¦�¨ £�ª �r«¬��� Ω
��«¬¥�¦�¹?º»¦§����¨<«���¥)�r�� n� ª «¬�§« ª �r����¨<¦ I£ «¬�¯¥ (c1, c2) ¼½��n�*¥ ®	£ «��� ¡����� £ �¾¥ ¢

x1

x2

x1 + x2 =
√
α

x1 + x2 = −√
α

(c1, c2)

(x̂1, x̂2)

x1

x2

x1 + x2 =
√
α

x1 + x2 = −√
α

(c1, c2) = (x̂1, x̂2)

x1

x2

x1 + x2 =
√
α

x1 + x2 = −√
α

(c1, c2)

(x̂1, x̂2)

1 ¿�À  ¡��� 2 Á�ÂU¿  ¡��� 3 Á!ÂU¿  ¡���Ã 1 ¿�À  ¡��� ¢ c1 + c2 >
√
α½�� W£ «¬�¾¥�¨§� Ω

���  �¬¦�� §®	£  	Ä��Å¨<¦ I£ «¬�¯¥ (c1, c2)
�n��¥l�Æ� §®	£rÇ �n �¥�« £ � £�® ¥�Ä £ ¶ £ ���r���S��¦ ® �Æ�p¨ ®	£ «¬¥	�

D1
¨&´È¹nÉ¾¦��r¥�« £ � x1 + x2 =

√
α½��S¨ ®	£ «¬¥	�  � ®� ����¨<«� �¦§�Æ�r« ® �FºÅ�Æ�°¨ ®	£ «¬¥	� D1

��¥  ���	�Ê�r�¯¥  � ® ��� W£ «¬�¾¥ (c1, c2)
� W£ ¦ ® ¹nÉ¾¦��r¥�« £ � ¢

x1 − x2 = c1 − c2 ¼ ½�� I£ «¬�¯¥?� £ �¬¦§¥�« £ �/¸�¹ ® «ÌË��Å¨ £ �� F���°��Íf�	¥	Î ª �F¨&´È¹nÉ¯¦��r¥�« £ � ¢
{
x1 + x2 =

√
α

x1 − x2 = c1 − c2
⇐⇒







x1 =
c1 − c2 +

√
α

2

x2 =
c2 − c1 +

√
α

2

Ï



Ã 2 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ ��� W£ «¬�¾¥ (c1, c2)
�n��¥*¨��r���*���F¨ £�ª �r«¬��� Ω

¨ £ �� F�Æ�  �¬¦��*  £ ¦ ® ¥	�°¨<«���¥)�r�� n�°ºp n� I£ «¬�¯¥�n��¥l�¬¦§«�� ª � ª �
Ã 3 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ c1 + c2 < −√

α½�� W£ «¬�¾¥�¨§� Ω
���  �¬¦�� §®	£  	Ä��Å¨<¦ I£ «¬�¯¥ (c1, c2)

�n��¥l�Æ� §®	£rÇ �n �¥�« £ � £�® ¥�Ä £ ¶ £ ���r���S��¦ ® �Æ�p¨ ®	£ «¬¥	�
D2

¨&´È¹nÉ¾¦��r¥�« £ � x1 + x2 = −√
α½��S¨ ®	£ «¬¥	�  � ®� ����¨<«� �¦§�Æ�r« ® �FºÅ�Æ�°¨ ®	£ «¬¥	� D2

��¥  ���	�Ê�r�¯¥  � ® ��� W£ «¬�¾¥ (c1, c2)
� W£ ¦ ® ¹nÉ¾¦��r¥�« £ � ¢

x1 − x2 = c1 − c2 ¼ ½�� I£ «¬�¯¥?� £ �¬¦§¥�« £ �/¸�¹ ® «ÌË��Å¨ £ �� F���°��Íf�	¥	Î ª �F¨&´È¹nÉ¯¦��r¥�« £ � ¢
{
x1 + x2 = −√

α

x1 − x2 = c1 − c2
⇐⇒







x1 =
c1 − c2 −

√
α

2

x2 =
c2 − c1 −

√
α

2

t&u�� �pz�y�~�}�~��Y~�}�w	�(� {!��
 �W}��¾~�<�
M

������� �U�I�����)� �

∀ v ∈ R
n , vTMv = vT










n∑

i=1
vi

¼¼¼
n∑

i=1
vi










= v1

(
n∑

i=1

vi

)

+ · · · + vn

(
n∑

i=1

vi

)

=

(
n∑

i=1

vi

)2

> 0

½�� ª �r¥ ® «� n� M �n��¥?¨ £ ��  I£ ��«¬¥�«¬¸���� ª �r«��»���¬���%��´È�n��¥  ���?¨§¹ Ë��§«�� I£ ��«¬¥�«¬¸��  ¦§«��	É¯¦��S��´ «¬��¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹ §® ¹n n¹��¨§���¯¥	�°��´È�n��¥  ���*��¥ ® «� �¥	��� ¼� ¦§¥ ® �°¨§¹ ª0£ ����¥ ® �r¥�« £ � ¢
M
�n��¥2¨§� ® �r�§¶ Ï ¨ £ �� ����¬���F� n− 1

¸��r����¦ ® � §®	£�§® �n�2�¯¦§�¬���n� ¼�� £�ª�ª �»�)�°¥ ® �� n�?¸��r¦§¥ n � £ �²��� ¨§¹n¨<¦§«¬¥É¯¦��°�)�p¨§� ® �§«�Î ® �F¸·�r����¦ ®*§®	£�§® �Å�n��¥ n ¼�� £ ¦§¥	�n�?�	�n�2¸·�r����¦ ® � §®	£�§® �n�*� £ �¾¥�¨ £ ��  I£ ��«¬¥�«¬¸��n�*��«��§«�����É¯¦��
M
�n�	¥ W£ ��«¬¥�«¬¸�� ¼

t&u�� � z�� �(~�}·~!z��Dy�|"!�yr�I�L}·�#�%$��I�(��{!~�<�W}�~�zL�&�(| }��Yw�z��(')
 �*�Y��{!�+�1|Y�&{!~�}·w �,����� �Y�W���2�	� �
-?���x  £ ��¨<«¬¥�« £ �5��¦/.��)�r�¾¥	� ¨&´µ� § �¬«� ¡�r¥�« £ �5¨<¦�¥�Ä�¹ £�® Î ª � ¨§�x�Æ� ¨<¦��r�¬«¬¥	¹ �n��¥²É¾¦��x�Æ�10 £ �� �¥�« £ �,º

ª «¬�§« ª «��	� ® f ��¥2�Æ�20 £ �� �¥�« £ � h ® � §® ¹n�	���¾¥)�r�¯¥*�Æ�S  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�3� «¬�I��´ Í����/�°É¾¦�´ ¦§����«� �«��1� £ «����¯¥2¥ £ ¦§¥	�n�2���n�¨§��¦<±/  £ �¯¸�� ±§�n� ¼54 £ ¦ ® ¸�¹ ® «ÌË�� ®  n�n �« � � £ ¦��?¨§��¸ £ ���*¨§¹ ® «¬¸�� ® ¨§��¦<±�0 £ «�� f ��¥ h �n¸��n  ¢

f :
R

n −→ R

x 7−→
n∑

i=1
(xi − ci)

p
��¥

h :
R

n −→ R

x 7−→
(

n∑

i=1
xi

)p

− α

�»¹ ® «¬¸ £ ��� f ¢
∀ x ∈ R

n ,
∂f

∂x
(x) =

[

p (x1 − c1)
p−1 · · · p (xn − cn)p−1

]

� £ ��  ¢

∀ x ∈ R
n ,

∂2f

∂x2
(x) =









p(p− 1) (x1 − c1)
p−2 0 · · · 0

0
¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼¼

¼¼¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ 0

0 · · · 0 p(p− 1) (xn − cn)p−2









½��pÄ��n�	�	«����§���Å¨§�
f
�n��¥ W£ �	«¬¥�«¬¸��Å��« ¢

∀ x ∈ R
n ,∀ v ∈ R

n , vT ∂
2f

∂x2
(x)v = p(p− 1)

n∑

i=1

(xi − ci)
p−2 v2

i > 0

6



� �n �«��n��¥l¸�¹ ® «ÌË�¹S��« p �n��¥  �r« ® �  ¦§«��	É¾¦��F¨��r���� n�F ¡���*�Æº ¢ ∀ x ∈ R
n , (xi − ci) > 0 ¼�»¹ ® «¬¸ £ ��� h ¢

∀x ∈ R
n ,

∂h

∂x
(x) =



p

(
n∑

i=1

xi

)p−1

· · · p

(
n∑

i=1

xi

)p−1


 = p

(
n∑

i=1

xi

)p−1

[1 · · · 1]

� £ ��  ¢
∀ x ∈ R

n ,
∂2h

∂x2
(x) = p(p− 1)

(
n∑

i=1

xi

)p−2

M

� £�ª�ª �F�Æ� ª �r¥ ® «� n� M �n��¥ I£ ��«¬¥�«¬¸�� � «¬�I�	¦/.0¥2É¾¦��
(

n∑

i=1
xi

)p−2 � £ «¬¥ I£ ��«¬¥�«�0 W£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ x ��Ë��/É¯¦����Æ�
Ä��n�	��«����§���Å¨§�

h
� £ «¬¥ I£ ��«¬¥�«¬¸�� �  n�ÅÉ¾¦§«��n��¥l¸�¹ ® «ÌË�¹Å��« p �n��¥  �r« ® ¼-����   £ ��¨<«¬¥�« £ � �	¦/.��)�r�¯¥	� W£ ¦ ® É¾¦��0��� §®	£ �§��Î ª � (P)  ¦§«��)�	� � ¥ ® � ® ¹n� £ �¬¦ �n¸��n  ����¥�Ä�¹ £�® Î ª � ¨§�0�Æ�¨<¦��r�¬«¬¥	¹°�n��¥*¨ £ �� °É¯¦�� p � £ «¬¥  �r« ® ¼

t&u�� vxw�yrz�{!|Y}�~�z�� �(|\�(��z��1{ '�
 �
(P)

�(�I�Q{���}��(w�z�� ')
 � �Y� {�� �1|Y�&{!~�}�w �Y�&�(y {�� �<�&y
��w��(w����&{��

(n, p) ∈ N
2 �§} p > 2 � ��� �U�I�����)� �

Ã � £ �¾¸�� ±f«¬¥	¹S¨§� f ��¥ h ¢�p´µ� §® În�2�Æ�%É¯¦��n�	¥�« £ � §® ¹n n¹n¨§���¾¥	� � £ � �	�  �Æ�� n��¨��r���2���� ¡��� £�¤ p �n�	¥  �r« ® ¼ �F�r���l n�» ¡��� � f ��¥ h� £ �¾¥�  £ �¯¸�� ±§�n� ¼Ã
	 ¦��r�¬«ÌË� ¡�r¥�« £ �x¨§�»�Æ��  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	� h ¢
h
�n��¥p  £ �¯¸�� ±§� ¼ �»�  �¬¦�� � h(0) = −α < 0

¨ £ ��  int(Ω) 6= ∅ ¼ � «¬����« � ¨&´µ� §® În�p��� ��� ª�ª �²¨§�É¾¦��r�¬«ÌË� ¡�r¥�« £ � � �Æ��  £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	� h �n��¥*É¾¦��r�¬«ÌË�¹n�Å��¦ ® R
n ¼

4 � ®   £ ���	¹nÉ¯¦����¾¥ � ¨&´µ� §® În�l����¥�Ä�¹ £�® Î ª �Å¨§���Æ�p¨<¦��r�¬«¬¥	¹ � x̂ �n��¥l� £ �¬¦§¥�« £ �/¨<¦ §®	£ �§��Î ª � §® « ª �r� (P)
��«&��¥

�	��¦§��� ª ���¯¥��¡´ «¬��� ±<«���¥	� µ̂ > 0
¥	����É¾¦��

(x̂, µ̂)
�n�	¥*� £ �¬¦§¥�« £ �©¨<¦ §®	£ �§��Î ª �S¨<¦��r� ¢

(Dual) sup
µ>0

inf
x∈Rn

L(x, µ)

� £ «¬¥ µ > 0 ¼
� £ «¬¥ ζµ :

R
n −→ R

x 7−→ L(x, µ) = f(x) + µh(x)½�� §® � ª «�Î ® �S¹�¥)�  �F  £ ����«��	¥	�°º ª «¬�§« ª «��	� ® �Æ� 0 £ �� �¥�« £ � ζµ �)�r���*  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�n� ¼� £ «¬¥ x̂ ª «¬�§« ª «��)�r�¾¥ ζµ ¼ � � £�® � ¢

∀ 1 6 i 6 n ,
∂L

∂xi
(x̂, µ) = p (x̂i − ci)

p−1 + µp





n∑

j=1

x̂j





p−1

= 0

=⇒ ∀ 1 6 i 6 n , (x̂i − ci)
p−1 = −µ





n∑

j=1

x̂j





p−1

=⇒ ∀ 1 6 i 6 n , x̂i − ci = −µ
1

p−1

n∑

j=1

x̂j [p− 1
�n�	¥*« ª� �r« ® ] � «��

=⇒
n∑

j=1

x̂j −
n∑

j=1

cj = −nµ
1

p−1

n∑

j=1

x̂j

=⇒
(

1 + nµ
1

p−1

) n∑

j=1

x̂j =
n∑

j=1

cj

�



� ® µ > 0
¨ £ ��  1 + nµ

1

p−1 > 1 > 0 ¼ � «¬����« ¢

n∑

j=1

x̂j =

n∑

j=1
cj

1 + nµ
1

p−1

� «¬«��

�p´ £�¤ � ¨&´µ� §® În�*���n�*¹nÉ¾¦��r¥�« £ ��� � «��l��¥ � «¬«�� ¢

∀ 1 6 i 6 n , x̂i = ci − µ
1

p−1

n∑

j=1
cj

1 + nµ
1

p−1

� £ ��  ¢ x̂(µ) = c− µ
1

p−1

n∑

j=1
cj

1 + nµ
1

p−1






1¼¼¼
1






�¡¸��n 
c =






c1¼¼¼
cn






x̂(µ)
�n��¥ �§«����/��� ª « ª «¬�¾¦ ª ¨§�

ζµ
��¦ ®

R
n  ¡� ® ζµ �n�	¥*  £ �¯¸�� ±§� ¼½��p¨§��¦<±<«�Î ª �°¹�¥)�  �F  £ ����«���¥	�Sº ª ��±f« ª «��	� ® ���F�Æ�r�§¶ ® �r�§¶·«����  � ®l® � §I£�® ¥?º µ I£ ��«¬¥�«�0���� §® �����r�¾¥

x = x̂(µ) §® ¹n n¹n¨§� ª�ª ���¾¥� ¡�r�� �¦§��¹ ¼
� £ «¬¥ ψ :

R+ −→ R

µ 7−→ inf
x∈Rn

L (x, µ) = L (x̂(µ), µ) = f (x̂(µ)) + µh (x̂(µ))

ψ
�n��¥Y¦§��� 0 £ �� �¥�« £ �²ºF¦§�����)��¦§���*¸·� ® «Æ� �§����¨ £ �� ?���* ¡�r�� �¦§�W¨§�?� £ � ª ��±<« ª ¦ ª ��¦ ®

R+
���*��¹n n�n�)��«¬¥	�  ���¨&´ ¦§¥�«¬�¬«��	� ® ���n�*¥�Ä�¹ £�® Î ª �n��¨<¦©½��r¶ ® �r�§¶·«���� ¼ -����F�	« ª� ���Å¹�¥�¦�¨§�Å¨§�Å� £ �/�)�����*¨§�»¸�� ® «Æ�r¥�« £ � ��¦/.0¥ ¼

½�� 0 £ �¯¥�« £ � x̂ :
R+ −→ R

n

µ 7−→ x̂(µ)

�n��¥*¨§¹ ® «¬¸·� �§���Å��¦ ®
R+

¨ £ ��  ψ = (f ◦ x̂) + (·h ◦ x̂) �n��¥*¨§¹ ® «¬¸�� �§���
��¦ ®

R+ ¢

∀ ψ ∈ R+ , ψ′(µ) =
∂f

∂x
(x̂(µ)) · ∂x̂

∂µ
(µ) + h (x̂(µ)) + µ

∂h

∂x
(x̂(µ)) · ∂x̂

∂µ
(µ)

=

(
∂f

∂x
(x̂(µ)) + µ

∂h

∂x
(x̂(µ))

)

· ∂x̂
∂µ

(µ) + h (x̂(µ))

=
∂L

∂x
(x̂(µ), µ) · ∂x̂

∂µ
(µ) + h (x̂(µ))

� ® � ¨&´µ� §® În�*���° ¡�r�� �¦§��¨§� x̂(µ) � ∂L
∂x

(x̂(µ), µ) = 0
¨ £ ��  ¢

∀ ψ ∈ R+ , ψ′(µ) = h (x̂(µ))

� £ �¾¥ ®	£ ���?¨&´È� ª �§��¹n�°É¾¦�� ψ �n��¥*  £ �� ¡�¡¸��°��¦ ® R+ ¢

∀ µ ∈ R+ , ψ′′(µ) = −p








n∑

j=1
cj

1 + nµ
1

p−1








p−1

n∑

j=1

cj
n 1

p−1µ
2−p

p−1

(

1 + nµ
1

p−1

)2

= − np

p− 1





n∑

j=1

cj





p

︸ ︷︷ ︸

60 ��� À p ¿����
	 ��� À

µ
2−p

p−1

(

1 + nµ
1

p−1

)p+1

︸ ︷︷ ︸

>0 ���À R+

6 0
��¦ ®

R+

�



� £ ��  ψ �n��¥Å  £ �� ¡�¡¸�����¦ ®
R+

¨ £ �� �«¬�U��� ® �n��¥	�  �¬¦��ÅÉ¯¦�´µº/ ¡�r�� �¦§��� ® ��� I£ «¬�¯¥ µ̃ £�¤ �Æ� ¨§¹ ® «¬¸�¹n� ¨§� ψ�¡´µ�r�§�¯¦§��� ¢
ψ′(µ̃) = 0 ⇐⇒ h (x̂(µ̃)) = 0

⇐⇒
(

n∑

i=1

x̂i(µ̃)

)p

− α = 0

⇐⇒








n∑

j=1
cj

1 + nµ̃
1

p−1








p

= α
¨&´µ� §® În� � «¬«��

⇐⇒ µ̃
1

p−1 =

n∑

j=1
cj ∓ α

1

p

±nα
1

p

[p
�n��¥  �r« ® ]

ψ′ �¡´µ�r�§�¯¦§���F¨ £ �� ����²¨§��¦<± W£ «¬�¾¥	�����������	��
���»��¦ ®
R+ ¢ µ̃

1

p−1

1 =

n∑

j=1
cj − α

1

p

nα
1

p

��¥
µ̃

1

p−1

2 =

n∑

j=1
cj + α

1

p

−nα
1

p

¼
�?�r«�� £ �§� £ ����¨§�1�Æ� ª � ª � ª �r�§«�Î ® �2É¾¦��1¨��r���K���� ¡���L��« ª� ��� n = p = 2

¹�¥�¦�¨<«�¹2�r¦p¨§¹ �§¦§¥U¨§�(��´È� ±§� ®  �«� n� ¢
Ã 1 ¿�À  ¡��� ¢ n∑

j=1
cj > α

1

p

�F�r���� n�� ¡��� � µ̃
1

p−1

1 > 0
��¥
µ̃

1

p−1

2 < 0
 ¡� ® α > 0 ¼�� £�ª�ª � p− 1

�n��¥1« ª� �r« ® � µ̃1 > 0
��¥
µ̃2 < 0 ¼

ψ′ �����¡´µ�r�§�¾¦§����¨ £ �� �É¯¦�´È��� µ̃1
��¦ ®

R+ � ��¥Å  £�ª�ª � ψ �n��¥F  £ �� ¡�n¸�����¦ ®
R+ � ���¬���0�r¥�¥	��«¬�¯¥°� £ �

ª ��±<« ª ¦ ª ���
µ̂ = µ̃1 =








n∑

j=1
cj − α

1

p

nα
1

p








p−1

¼

Ã 2 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ n∑

j=1
cj 6 −α

1

p

�F�r���� n�� ¡��� � µ̃
1

p−1

1 < 0
��¥
µ̃

1

p−1

2 > 0
 ¡� ® α > 0 ¼�� £�ª�ª � p− 1

�n��¥1« ª� �r« ® � µ̃1 < 0
��¥
µ̃2 > 0 ¼

ψ′ �����¡´µ�r�§�¾¦§����¨ £ �� �É¯¦�´È��� µ̃2
��¦ ®

R+ � ��¥Å  £�ª�ª � ψ �n��¥F  £ �� ¡�n¸�����¦ ®
R+ � ���¬���0�r¥�¥	��«¬�¯¥°� £ �

ª ��±<« ª ¦ ª ���
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1
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p−1

�
p− 1

�n��¥l« ª� �r« ® � ¼

Ã 3 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ −α 1
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j=1
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1

p

�F�r���F n�� ¡��� � µ̃
1

p−1

1 < 0
��¥
µ̃

1

p−1

2 < 0 ¼ � £�ª�ª � p − 1
�n��¥»« ª� �r« ® � µ̃1 < 0

��¥
µ̃2 < 0 ¼ ψ′ ����¡´µ�r�§�¾¦§���F¨ £ ��   �����	¦ ®

R+ � ��¥l  £�ª�ª � ψ �n�	¥�  £ �� ¡�¡¸��F��¦ ® R+ � ���¬���»�r¥�¥	��«¬�¯¥*� £ � ª ��±<« ª ¦ ª ���
µ̂ = 0 ¼½���� £ �¬¦§¥�« £ �©¶�¹���¹ ® �r���°¨<¦ §®	£ �§��Î ª � (P)
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x̂ = c− µ
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1
¼¼¼
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µ =







n∑

j=1
cj − α

1
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1

p

��« n∑

j=1
cj > α

1

p

0
��« − α

1
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cj < α

1

p

−

n∑
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1
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nα
1

p

��« n∑

j=1
cj 6 −α

1

p

��¹ ® «ÌË £ ���?É¯¦��»� £ ¦�� ® ��¥ ®	£ ¦§¸ £ ��� �§«����/��� ® ¹n��¦§�¬¥)�r¥�¨§�»�Æ� §® � ª «�Î ® �ÅÉ¾¦��n��¥�« £ �©¨��r���*���Å ¡��� n = p = 2 ¢Ã 1 ¿�À  ¡��� ¢ c1 + c2 >
√
α

µ
c1 + c2

1 + 2µ
=
c1 + c2 −

√
α

2
√
α

c1 + c2

1 + 2 c1+c2−
√

α

2
√

α

=
c1 + c2 −

√
α

2

¨ £ �� 






x̂1 =
c1 − c2 +

√
α

2

x̂2 =
c2 − c1 +

√
α

2

Ã 2 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ −√
α < c1 + c2 <

√
α

µ = 0
¨ £ ��  x̂1 = c1

��¥
x̂2 = c2

Ã 3 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ c1 + c2 6 −√
α

µ
c1 + c2

1 + 2µ
= −c1 + c2 +

√
α

2
√
α

c1 + c2

1 − 2 c1+c2+
√

α

2
√

α

=
c1 + c2 +

√
α

2

¨ £ �� 






x̂1 =
c1 − c2 −

√
α

2

x̂2 =
c2 − c1 −

√
α

2
� £ ¦�� ® ��¥ ®	£ ¦§¸ £ ���%�§«����/�Æ�p� £ �¬¦§¥�« £ �/¥ ®	£ ¦§¸�¹n�Sº%�Æ� §® � ª «�Î ® �°É¯¦��n��¥�« £ ��¨§�»��´È� ±<� ®  �«� n� ¼
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½�� §®	£ �§��Î ª ��  £ ����«��	¥	�pº ª «¬�§« ª «��	� ® �Æ� ª ���	�	�p¨<¦ ® �r«�¨<«��	�	��¦ ® ���D³*� £ ¦��»���n�»  £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	�n�°¨§�%¶�¹ £ �
ª ¹�¥ ® «�� b > 0 � e > 0 � h > 0

��¥�� £ ¦��*�Æ��  £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	�%¨§����� ª ���r¶��S¶·� £ ���r� Pmax 6 Pc ¼�� ��¥�¥	�°¨§� ® �§«�Î ® �«¬��¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹����������� �"!$# � ¥ ® �Å¨��r���*��´µ�r¦§¥ ® �Å�	�����  ¦§«��	É¾¦�� Pmax

�n��¥l« ª�W£ �)¹Åº%��´µ�n¸f« £ �  � ® ��´È���¯¸f« ®	£ �/���� ª ���¯¥»�r� £�® ��É¾¦�� Pc

�n��¥*  £ �¾¥ ®�% �Æ� �§���°¸f«Æ�%�Æ� 0 £�®�ª �Å¨§�n� ® �r«�¨<«��	�	��¦ ® �?���/³ ¼ ½L� 0 £�®�ª �F¨§�n� ® �r«�¨<«��	�	��¦ ® �����³°¨ £ «¬¥�¨ £ ��   � ®�ª ��¥�¥ ® �©º���´µ�n¸f« £ � ¨§�²��¦ §I£�® ¥	� ® �r¦ ª0£ «¬�����Æ�x )Ä�� ® ¶�� ª ��±f« ª �r��� « ª�I£ �	¹n�  � ®��´È���¯¸f« ®	£ �§��� ª ���¯¥ ¼½�� ª ���	�)� M ¨&´ ¦§� ® �r«�¨<«��)�	��¦ ® ���0³K�n��¥ � ���0� £ ¥)�r�¯¥ ρ �Æ� ª ���)�	�2¸ £ �¬¦ ª «�É¯¦�� �   £ ����¥)�r�¯¥	���Y¨<¦ ª �r¥	¹ ® «Æ�r¦ ¢
M = ρ× L× (eh+ 2eb)

4 ¦§«��	É¾¦�� ρ ��¥ L � £ �¯¥*  £ ����¥)�r�¾¥	� � ª «¬�§« ª «��	� ® �Æ� ª ���	�	��¨<¦ ® �r«�¨<«��)�	��¦ ®l® ��¸¾«����¾¥*º ª «¬�§« ª «��)� ® �Æ�S�	¦ ® 0��� n�¨&´ ¦§���?  £ ¦  �l¥ ® �r����¸�� ® �Ê�r���?¨<¦ ® �r«�¨<«��)�	��¦ ® � � £ «¬¥ (eh+2eb) ¼ ½�� §®	£ �§��Î ª ��¨&´ £� ¥�« ª «��)�r¥�« £ �	� 4 Ï �U�¡´È¹n  ® «¬¥¨ £ ��  ¢
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 � � $�z��Y}�~
 ~!yr�W}�~�z�� � ��t � ���Q�U�W���2�	���
½��n�S  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�n� e > 0

��¥
h > 0

� £ �¾¥°��¥ ® «� �¥	�n�S��«"�§«���� É¾¦�´È���¬���n�Å¨§¹ Ë��§«��	�	���¾¥°¦§� � £ ¦�� �!�����	� ª �§���
£ ¦§¸�� ® ¥�¨§�

R
3 ¼ � £ ¦��Y���*���n� §® ����¨ ®	£ ����¨ £ ��   ��������  £�ª� ¥	�?¨��r���1���*½��r¶ ® �r�§¶·«����²¨<¦ §®	£ �§��Î ª � ª �r«��� £ ¦��*¸�¹ ® «ÌË�� ®	£ ���?É¯¦�´È���¬���n�?� £ �¯¥*¥ £ ¦ Ç�£ ¦ ® �*�)�r¥�«�� 0��r«¬¥	�n� ¼

� £ «¬¥ f :
R

3 −→ R

(e, h, b) 7−→ eh+ 2eb

�Æ� 0 £ �� �¥�« £ � º ª «¬�§« ª «��	� ® ¼
� £ «����¯¥ h1 � ��¥ h2

���n�*  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�n�?¨<¦ §®	£ �§��Î ª � ¢

h1 :
R

3 −→ R

(e, h, b) 7−→ Pmax − π2E
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e
h2

2

(
h

6
+ b

) ��¥
h2 :

R
3 −→ R

(e, h, b) 7−→ −b

	 ¦��r�¬«ÌË� ¡�r¥�« £ � ¨§�n��  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�
h1
��¥
h2
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R
∗
+
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∗
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∗
+
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��¥
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R
∗
+
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+
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+
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R
∗
+

)2 × R
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2
+
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• ∂L
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∂f
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∂h1
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∂h2
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ĥ+ 2b̂− µ1
π2E

L2

ĥ2

2

(

ĥ

6
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êĥ

(

ĥ

4
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)
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ê
ĥ2

2
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• µ1h1(ê, ĥ, b̂) = µ1

(

Pmax − π2E
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ê
ĥ2

2

(

ĥ

6
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�r� £�® � (1)
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ê
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)
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(3) =⇒ 2 = µ1
π2E

2L2
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ĥ
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ĥ2
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(

e0
h3

0

12
+ e0

h2
0

2
b0

)

= h1(e0, h0, b0) 6 0
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�n��¥l� £ �/�¾¦§����¦ ®
R × R

∗
+ × R ¼Ã 3 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ �	��¦§��� h3

�n�	¥?�� �¥�«¬¸��
½��Å¶ ® ��¨<«����¯¥?¨§� h3

�n��¥l� £ �/�¾¦§����¦ ®
R × R

∗
+ × R ¼Ã 4 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ �	��¦§���n� h1

��¥
h2
� £ �¾¥?�� �¥�«¬¸��n�½��n�/¶ ® ��¨<«����¯¥	�/¨§� h1

��¥
h2

� £ �¯¥²�¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¯¥	��¨§¹  ����¨��r�¾¥	�©��«F��¥²�	��¦§��� ª ���¾¥©��«»���n�²¨§��¦<±
§® � ª «�Î ® �n�%  £�ª�W£ �Ê�r�¯¥	�n�%¨<¦ ¶ ® ��¨<«����¯¥p¨§� h1

� £ �¯¥S�¯¦§�¬���n� �  n�0É¾¦§«Y��´È�n��¥  ���°���� ¡���°�	« h > 0 �
e > emin > 0

��¥
b > 0 ¼ � £ �� S���n�»¶ ® ��¨<«����¯¥	�°¨§� h1

��¥
h2
� £ �¯¥»�¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¯¥	�°«¬��¨§¹  ����¨��r�¾¥	���¦ ®

R × R
∗
+ × R ¼Ã 5 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ �	��¦§���n� h1

��¥
h3
� £ �¾¥?�� �¥�«¬¸��n�½��n�/¶ ® ��¨<«����¯¥	�/¨§� h1

��¥
h3

� £ �¯¥²�¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¯¥	��¨§¹  ����¨��r�¾¥	�©��«F��¥²�	��¦§��� ª ���¾¥©��«»���n�²¨§��¦<±¨§� ® �§«�Î ® �n��  £�ª�I£ �)�r�¯¥	�n�p¨<¦ ¶ ® ��¨<«����¯¥�¨§� h1
� £ �¯¥%�¯¦§�¬���n� �  n� É¾¦§«���´È�n��¥  ���%���� ¡���p��« h > 0 �

e > emin > 0
��¥
b > 0 ¼ � £ �� S���n�»¶ ® ��¨<«����¯¥	�°¨§� h1

��¥
h3
� £ �¯¥»�¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¯¥	�°«¬��¨§¹  ����¨��r�¾¥	���¦ ®

R × R
∗
+ × R ¼Ã 6 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ �	��¦§���n� h2

��¥
h3
� £ �¾¥?�� �¥�«¬¸��n�½��n��¶ ® ��¨<«����¯¥	�?¨§� h2

��¥
h3
� £ �¯¥*�¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¾¥	��«¬��¨§¹  ����¨��r�¾¥	�?��¦ ®

R × R
∗
+ × R ¼Ã 7 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ h1 � h2

��¥
h3
� £ �¾¥*¥ £ ¦§¥	�n�*���n�l¥ ®	£ «����� �¥�«¬¸��n�½��n��¶ ® ��¨<«����¾¥	�Y¨§� h1 � h2
��¥
h3
� £ �¯¥��¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¯¥	�(¨§¹  ����¨��r�¾¥	�Y��«<��¥��)��¦§��� ª ���¯¥Y��«f�Æ��¨§��¦<±f«�Î ª �  £�ª�I£ �)�r�¯¥	�S¨<¦²¶ ® ��¨<«����¯¥�¨§� h1
�n��¥l�¾¦§�¬��� �  n�ÅÉ¾¦§«W��´È�n�	¥  ���l���F ¡���*��« h > 0 � e > emin > 0

��¥
b > 0 ¼ � £ �� 2���n��¶ ® ��¨<«����¯¥	�1¨§� h1 � h2

��¥
h3
� £ �¯¥U�¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¾¥	�(«¬��¨§¹  ����¨��r�¯¥	�1��¦ ®

R×R
∗
+×R ¼

� £ �� ��¬¦���« £ � ¢ ½��n�?  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�»� £ �¾¥*É¯¦��r�¬«ÌË�¹n�n�?��¦ ® R × R
∗
+ × R ¼

� £ ��¨<«¬¥�« £ ���?¨&´ £� ¥�« ª �r�¬«¬¥	¹S¨<¦ 1 ¿�À £�® ¨ ® �� £ «¬¥ (ê, ĥ, b̂)
� £ �¬¦§¥�« £ � ¨<¦ §®	£ �§��Î ª ��¨&´ £� ¥�« ª «��)�r¥�« £ � � 4 6 �»�	¦ ® R × R

∗
+ × R ¼ ½��n�Å  £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	�n�°� £ �¯¥É¯¦��r�¬«ÌË�¹n�n�?��¦ ®

R × R
∗
+ × R � ¨ £ �� F«¬��� ±f«��	¥	� µ ∈ R

3
+

¥	����É¾¦�� ¢

�



• ∂L

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂, µ) =

∂f

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂)+µ1

∂h1

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂)+µ2

∂h2

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂)+µ3

∂h3

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂) = 0

� £ ��  ¢







ĥ+ 2b̂− µ1
π2E

L2

ĥ2

2

(

ĥ

6
+ b̂

)

− µ3 = 0 (1)

ê− µ1
π2E

L2
êĥ

(

ĥ

4
+ b̂

)

= 0 (2)

2ê− µ1
π2E

L2
ê
ĥ2

2
− µ2 = 0 (3)

• µ1h1(ê, ĥ, b̂) = µ1

(

Pmax − π2E

L2
ê
ĥ2

2

(

ĥ

6
+ b̂

))

= 0 (4)

• µ2h2(ê, ĥ, b̂) = −µ2b̂ = 0 (5)
• µ3h3(ê, ĥ, b̂) = µ3 (emin − ê) = 0 (6)�p´µ� §® În� (4) ¢ µ1 = 0 £ ¦ h1(ê, ĥ, b̂) = 0� «
µ1 = 0

�r� £�® � (2)
« ª� �¬«�É¾¦�� ê = 0 �  n�°É¯¦§«��n��¥l« ª�I£ �	��« �§���F ¡� ® ê > emin > 0 ¼

� £ ��  µ1 6= 0
��¥
h1(ê, ĥ, b̂) = 0 ¢ Pmax =

π2E

2L2
êĥ2

(

ĥ

6
+ b̂

)

�p´µ� §® În� (5) ¢ µ2 = 0 £ ¦ h2(ê, ĥ, b̂) = 0� «
µ2 = 0

�r� £�® � ¢

(3) =⇒ 2 = µ1
π2E

2L2
ĥ2 [ê > emin > 0] (i)

£�® ¢ (2) =⇒ 1 = µ1
π2E

2L2
ĥ

(

ĥ

2
+ 2b̂

)

[ê > emin > 0] (ii)

(i) − 2(ii) =⇒ 0 = −µ1
π2E

L2
2ĥb̂ =⇒ hatb = 0

 ¡� ® µ1 6= 0
��¥
ĥ > 0

� «
µ2 6= 0

�r� £�® � h2(ê, ĥ, b̂) = −b̂ = 0 ¼� £ ��  � ¨��r���*¥ £ ¦��l���n�� ¡��� � b̂ = 0 ¼�p´µ� §® În� (6) ¢ µ3 = 0 £ ¦ h3(ê, ĥ, b̂) = 0 ¼� «
µ3 = 0

�r� £�® � ¢

(1) =⇒ 1 = µ1
π2E

2L2

ĥ2

6
[b̂ = 0

��¥
ĥ > 0] (iii)

£�® ¢ (2) =⇒ 1 = µ1
π2E

2L2

ĥ2

2
[b̂ = 0

��¥
ê > emin > 0] (iv)

(iii) − (iv) =⇒ 0 = −µ1
π2E

2L2

ĥ2

3 n�ÅÉ¾¦§«��n��¥l« ª�W£ �)��« �§���Å ¡� ® ĥ > 0
��¥
µ1 6= 0 ¼� £ ��  µ3 6= 0

��¥
h3(ê, ĥ, b̂) = emin − ê = 0 ¢ ê = emin ¼

� ® h1(ê, ĥ, b̂) = Pmax−
π2E

L2
ê
ĥ2

2

(

ĥ

6
+ b̂

)

= 0
�¡¸��n 

ê = emin

��¥
b̂ = 0

¨ £ ��  ĥ =

(
12PmaxL

2

π2eminE

) 1

3

� £ ��¨<«¬¥�« £ ���?¨&´ £� ¥�« ª �r�¬«¬¥	¹S¨<¦ 2 Á�ÂU¿ £�® ¨ ® � � ¨ £ �§��¹n�n�?¨��r���*��´È¹�� £ �� n¹Å¨<¦ §®	£ �§��Î ª ���� £ «¬¥ (ê, ĥ, b̂)
�Æ� �	��¦§����� £ �¬¦§¥�« £ ��������� � � ��
 
� ¨<¦ §®	£ �§��Î ª � � 4 6 � §® ¹n n¹n¨§� ª�ª ���¯¥%¥ ®	£ ¦§¸�¹n� ¼ � £ «¬¥ µ ���n� � ® � ª Î�¥ ® �n��¨§�F½��r¶ ® �r�§¶��°  £�®�® �n� W£ ��¨��r�¾¥	� ¼ ½��n��  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n��� £ �¾¥*É¯¦��r�¬«ÌË�¹n�n�*��� ê, ĥ, b̂)  ¡� ®  n� I£ «¬�¯¥� § � ® ¥�«����¯¥Fº
R × R

∗
+ × R ¼�p´µ� §® În�*���n�* ¡�r�� �¦§��� §® ¹n n¹n¨§���¯¥	� ¢

Ï��



Ã ∂L

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂) = 0

Ã ∀1 6 i 6 3 , µihi(ê, ĥ, b̂) = 0³!�&��� ® �n��¥	�  �¬¦���É¾¦�´µº%¸�¹ ® «ÌË�� ® É¾¦�� ¢

vT ∂2L

∂(e, h, b)2
(ê, ĥ, b̂, µ)v > 0 W£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ v ∈ R

3
∗
¥	����É¾¦��







vT ∂hi

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂) = 0 I£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ i ∈ A(ê, ĥ, b̂)

¥	����É¯¦��
µi > 0

vT ∂hi

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂) 6 0 I£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ i ∈ A(ê, ĥ, b̂)

¥	����É¯¦��
µi = 0

½��FÄ��n�	�	«����©¨§�
L
���

ê, ĥ, b̂, µ)
¸·�r¦§¥ ¢

∂2L

∂(e, h, b)2
(ê, ĥ, b̂, µ) =











0 1 − µ1
π2E

L2

ĥ2

2

(
1

2
+ b̂

)

2 − µ1
π2E

L2

ĥ2

2

1 − µ1
π2E

L2

ĥ2

2

(
1

2
+ b̂

)

−µ1
π2E

L2

ê

2

(

ĥ+ 2b̂
)

−µ1
π2E

L2
êĥ

2 − µ1
π2E

L2

ĥ2

2
−µ1

π2E

L2
êĥ 0











��¹  � ® ¥ £�® « £ ���*���n�  � ® � ª Î�¥ ® �n��¨§�F½��r¶ ® �r�§¶��S��¦§«¬¸��r�¾¥*����¦ ® ��¥ ® «� �¥	� W£ ��«¬¥�«¬¸�¹ £ ¦©����¦ ® �¯¦§�¬�¬«¬¥	¹ ¢
• µ1 6= 0

¨ £ ��  µ1 > 0

• (3) − 2(2) =⇒ 0 = −µ2 + 2µ1
π2E

L2
êĥb̂ = −µ2

 ¡� ® b̂ = 0

• 3(1)− ĥ
ê
(2) [ê > emin > 0] =⇒ 2ĥ+6b̂−µ1

π2E

L2

ĥ2

2
b̂−3µ3 = 0 =⇒ µ3 =

2

3
ĥ > 0 [b̂ = 0]� «¬���	« � � £ «¬¥ v ∈ R

3
∗
¥	����É¯¦�� ¢







vT ∂h1

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂) = −π

2E

L2

ĥ

2

(

v1ĥ

(

ĥ

6
+ b̂

)

+ v2ê

(

ĥ

2
+ 2b̂

)

+ v3êĥ

)

= 0

vT ∂h2

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂) = −v3 6 0

vT ∂h3

∂(e, h, b)
(ê, ĥ, b̂) = −v1 = 0

⇐⇒







v2

2
+ v3 = 0

v3 > 0
v1 = 0

 ¡� ® b̂ = 0 � ê = emin > 0
��¥
ĥ > 0 ¼� «¬���	« ¢

vT ∂2L

∂(e, h, b)2
(ê, ĥ, b̂, µ)v = −µ1

π2E

L2

ê

2
ĥv2

2 − 2v2v3µ1
π2E

L2
êĥ [b̂ = 0]

= −µ1
π2E

L2
êĥ

(
v2
2

2
+ 2v2v3

)

= −µ1
π2E

L2
êĥ

(
v2
2

2
− v2

2

) [v2

2
+ v3 = 0

]

=
1

2
µ1
π2E

L2
êĥv2

2

> 0

�U�©���&��¥ ¢
• µ1 6= 0

��¥
µ1 > 0

¨ £ ��  µ1 > 0

Ï·Ï



• ê = emin > 0
��¥
ĥ > 0

• ��« v3 = 0
�r� £�® � v2 = 0

 ¡� ® v2
2

+ v3 = 0 ¼ � £�ª�ª � v1 = 0 � £ ���r¦ ® �r«¬¥»�r� £�® � v = 0 �  n�SÉ¯¦§«L�n��¥� ±§ ��¬¦��  � ® Ä¾Í I£ ¥�Ä�În�	� ¼ � £ ��  v3 6= 0 ¼� «¬���	« � (ê, ĥ, b̂) ��¥ µ ¸�¹ ® «ÌË����¯¥Y¥ £ ¦§¥	�n�����n�U  £ ��¨<«¬¥�« £ ���Y¨&´ £� ¥�« ª �r�¬«¬¥	¹?¨<¦ 2 Á�ÂU¿ £�® ¨ ® � � ��«/�§«����0É¾¦�� (ê, ĥ, b̂)�n��¥�¦§���Y� £ �¬¦§¥�« £ �Å� £  ¡�r���(��¥ ® «� �¥	�Y¨<¦ §®	£ �§��Î ª � � 4 6 � ¼ � £�ª�ª �Y n� W£ «¬�¾¥L�n��¥&��´ ¦§�§«�É¾¦��Y� £ �¬¦§¥�« £ �%¹�¸����¯¥�¦����¬���¨§� � 4 6 � � £ �����p¨§¹n¨<¦§«¬¥UÉ¾¦�� (ê, ĥ, b̂)
�n��¥K��´ ¦§�§«�É¾¦��l� £ �¬¦§¥�« £ ����¥ ® «� �¥	�2¨<¦ §®	£ �§��Î ª �l¨&´ £� ¥�« ª «��Ê�r¥�« £ � � 4 6 � ¼

� £ �� ��¬¦���« £ � ¢ ½���� £ �¬¦§¥�« £ � � ��¥ ® «� �¥	���2¨<¦ §®	£ �§��Î ª ��� 4 6 �2�n��¥ (ê, ĥ, b̂) =

(

emin,

(
12PmaxL

2

π2eminE

) 1

3

, 0

)

��u�� � z�� �(~�}·~!z�� �Yw)�<��yryr�&~��¯� �lzL|Y�/��| $Æ~ {2� $�� �&~�} �1�&y#�(���1��
 �(�I��� {!z"�<�I{���� �U�I�����)� �
³!�&��´ Í/�  ���*¨§� ��� ª ���r¶��Å� £  ¡�r�&¥)�r�¯¥�É¯¦��»��´ «¬��¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹S��¦§«¬¸·�r�¯¥	�Å�n��¥l¸�¹ ® «ÌË�¹n� ¢

Pmax

S
6 K

( e

h

)2 �¡¸��n 
S = eh+ 2eb

� «( n��¥�¥	��«¬��¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹0�n�	¥Å��¥ ® «� �¥	� ���	� 
 � ����� 
 � �� � ������� � ��� ��� � ��� � � 
 � � � � ��
 � � � � ��� � ��� ��
� ����������� � £ � ��¦§¥ ® ¹n� £ ¦�¨ ® �p��� §®	£ �§��Î ª � � 4 6 �»¨§�%�Æ� ª � ª � ª �r�§«�Î ® ��É¯¦�´µº �Æ� É¾¦��n��¥�« £ � §® ¹n n¹n¨§���¯¥	�����D¸�¹ ® «ÌË��r�¯¥É¯¦��Å�Æ�p� £ �¬¦§¥�« £ �/¥ ®	£ ¦§¸�¹n�Å¸�¹ ® «ÌË��° n��¥�¥	�F«¬��¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹ ¢
Pmax

êĥ+ 2êb̂
< K

(
ê

ĥ

)2

⇐⇒ Pmax

4

3

(
12L2

π2E

) 1

3

< Kemin

10

3

� «¬���	« � ��� §® �����r�¾¥*���   £�ª� ¥	�»���» ¡�����¬« ª «¬¥	�»  £�®�® �n� W£ ��¨��r�¾¥?º°��´È¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹F¨��r���1��´ «¬��¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹ §® ¹n n¹n¨§���¾¥	� �«¬����´ Í²�  ����¨§� ��� ª ���r¶��°� £  ¡�r��¥)�r�¯¥�É¾¦�� ¢

Pmax
4 12L2

π2E
6 K3emin

10

��u�� vxw�yrz�{!|Y}�~�z�� �(| �(�¯z �1{')
 � �%$�z��Y}�~ 
 ~ yr��}�~!z�� � ��� � � � �U�I�����)� �
½�� 0 £ �� �¥�« £ ��º ª «¬�§« ª «��	� ® �¡´È¹n  ® «¬¥ ¢

f :
R

3 −→ R

(α, Sa, St) 7−→ eh+ 2eb = Sa + 2St½�� §®	£ �§��Î ª �S¨&´ £� ¥�« ª «��)�r¥�« £ � � 4 � �2��´µ�  �¬¦��*É¾¦��Å¨§��¦<±   £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	�n��� £ �/��¥ ® «� �¥	�n� ¢Ã ������� ª ���r¶��Å¶·� £ ���r� ¢

h1 :
R

3 −→ R

(α, Sa, St) 7−→ e

h

(

Pmax − π2E

L2
e
h2

2

(
h

6
+ b

))

= αPmax − π2E

L2

Sa

2

(
Sa

6
+ St

)

Ã ������� ª ���r¶��Å� £  ¡�r� ¢

h2 :
R

3 −→ R

(α, Sa, St) 7−→ Pmax −K(eh+ 2eb)
( e

h

)2
= Pmax −Kα2 (Sa + 2St)

½�� §®	£ �§��Î ª �S¨&´ £� ¥�« ª «��)�r¥�« £ � � 4 � �l�¡´È¹n  ® «¬¥�¨ £ ��  ¢
(P3) min

αPmax6
π2E

L2

Sa

2

 

Sa

6
+St

!

Pmax6Kα2(Sa+2St)
α>0
Sa>0
St>0

(Sa + 2St)

Ï 6



�p´µ� §® În�(����¥�Ä�¹ £�® Î ª �?¨&´ £� ¥�« ª «��)�r¥�« £ � ¨��r���1¦§� � £ ¦�� �!�����)� ª �§��� £ ¦§¸�� ® ¥1¨§�
R

3 � � £ ¦��Y��� §® ����¨ ®	£ �������  £�ª� ¥	�?É¾¦��l���n�1  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�2� £ � ��¥ ® «� �¥	�n� h1
��¥
h2
¨��r���Y�����Æ�r¶ ® �r�§¶·«���� � ª �r«��(� £ ¦��(���?  £ ����«�¨§¹ ® � ®	£ ���É¯¦��°¨§�n�*� £ �¬¦§¥�« £ ��� I£ ¥	���¯¥�«����¬���n�?¨��r���*��´È�����	� ª �§��� £ ¦§¸�� ® ¥

R
∗
+

3 ¼
	 ¦��r�¬«ÌË� ¡�r¥�« £ � ¨§�n��  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�
� �r�� �¦§� £ �������n�*¶ ® ��¨<«����¯¥	��¨§�n�*  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�n� ¢

� ® ��¨<«����¯¥�¨§� h1 ¢ ∀ (α, Sa, St) ∈ R
3 ,

∂h1

∂ (α, Sa, St)
(α, Sa, St) =









Pmax

−π
2E

2L2

(
Sa

3
+ St

)

−π
2E

2L2
Sa









� ® ��¨<«����¯¥�¨§� h2 ¢ ∀ (α, Sa, St) ∈ R
3 ,

∂h2

∂ (α, Sa, St)
(α, Sa, St) =





−2Kα (Sa + 2St)
−Kα2

−2Kα2





Ã 1 ¿�À  ¡��� ¢ �	��¦§���Å�Æ�p  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	� h1
�n�	¥��� �¥�«¬¸��

Pmax > 0
¨ £ �� F���F¶ ® ��¨<«����¾¥?¨§� h1

�n��¥l� £ �/�¯¦§�L��¦ ®
R
∗
+

3 ¼Ã 2 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ �	��¦§���»�Æ��  £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	� h2
�n��¥��� �¥�«¬¸��

α > 0 � Sa > 0
��¥
St > 0

¨ £ �� *¥ £ ¦§¥	�n�1���n�1  £�ª�I£ �)�r�¾¥	�n��¨<¦ ¶ ® ��¨<«����¯¥2¨§� h2
� £ �¾¥1��¥ ® «� �¥	� ª ���¾¥	���¹�¶¯�r¥�«¬¸��n� ¼ � £ �� »���F¶ ® ��¨<«����¯¥�¨§� h2

�n��¥*� £ �²�¾¦§����¦ ®
R
∗
+

3 ¼Ã 3 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ ���n�*  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�n� h1
��¥
h2
� £ �¯¥*¥ £ ¦§¥	�n�����n�*¨§��¦<±²�� �¥�«¬¸��n�� £ «����¾¥ λ1

��¥
λ2
¨§��¦<± ® ¹n�����*¥	�����*É¾¦�� ¢

λ1
∂h1

∂ (α, Sa, St)
(α, Sa, St) + λ2

∂h2

∂ (α, Sa, St)
(α, Sa, St) = 0 =⇒







λ1Pmax − 2λ2Kα (Sa + 2St) = 0
π2E

2L2
λ1

(
Sa

3
+ St

)

+Kλ2α
2 = 0

π2E

2L2
λ1Sa + 2λ2Kα

2 = 0

=⇒







λ1Pmax = 2λ2Kα (Sa + 2St) (i)
λ2

1Pmax = 2λ1λ2Kα (Sa + 2St) (ii)
π2E

2L2
λ2

1Sa + 2λ1λ2Kα
2 = 0 (iii)

� £�ª�ª � Pmax > 0 � Sa > 0
��¥
St > 0 � ��´È¹nÉ¯¦��r¥�« £ � (ii)

« ª� �¬«�É¯¦�� λ1λ2 > 0 ¼
� £�ª�ª � Sa > 0

��¥
α > 0 � ��´È¹nÉ¾¦��r¥�« £ � (iii)

« ª� �¬«�É¾¦�� λ1λ2 6 0 ¼� «¬����« � λ1λ2 = 0
¨ £ ��  λ1 = 0 £ ¦ λ2 = 0 ¼�p´µ� §® În����´È¹nÉ¯¦��r¥�« £ � (i) � λ2 = 0

��«
λ1 = 0

��¥1«¬�¾¸�� ® �	� ª ���¯¥ ¼ � £ ��  λ1 = λ2 = 0 �  n�?É¯¦§«W��«¬¶·�§«ÌË��É¾¦��»���n�*¶ ® ��¨<«����¾¥	��¨§� h1
��¥
h2
� £ �¾¥*�¬«¬��¹¡�r« ® � ª ���¯¥	��«¬��¨§¹  ����¨��r�¯¥	����¦ ®

R
∗
+

3 ¼
� £ �� ��¬¦���« £ � ¢ ½��n�?  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�»� £ �¾¥*É¯¦��r�¬«ÌË�¹n�n�?��¦ ® R

∗
+

3 ¼

� £ ��¨<«¬¥�« £ ���?¨&´ £� ¥�« ª �r�¬«¬¥	¹S¨<¦ 1 ¿�À £�® ¨ ® �� £ «¬¥ (α̂, Ŝa, Ŝt

) � £ �¬¦§¥�« £ � ¨<¦ §®	£ �§��Î ª � � 4 � � ¼ ½��n�0  £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	�n� � £ �¾¥�É¯¦��r�¬«ÌË�¹n�n� ��¦ ® R
∗
+

3 ¨ £ �� /«¬�
� ±f«��	¥	�

µ ∈ R
2
+

¥	����É¾¦�� ¢
• ∂L

∂ (α, Sa, St)

(

α̂, Ŝa, Ŝt, µ
)

=
∂f

∂ (α, Sa, St)

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

+µ1

∂h1

∂ (α, Sa, St)

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

+µ2

∂h2

∂ (α, Sa, St)

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= 0

� £ ��  ¢







µ1Pmax − 2µ2Kα̂
(

Ŝa + 2Ŝt

)

= 0 (1)

1 − µ1
π2E

2L2

(

Ŝa

3
+ Ŝt

)

− µ2Kα̂
2 = 0 (2)

2 − µ1
π2E

2L2
Ŝa − 2µ2Kα̂

2 = 0 (3)

Ï �



• µ1h1

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= µ1

(

α̂Pmax − π2E

L2

Ŝa

2

(

Ŝa

6
+ Ŝt

))

= 0 (4)

• µ2h2

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= µ2

(

Pmax −Kα̂2
(

Ŝa + 2Ŝt

))

= 0 (5)
�p´µ� §® În� (4) ¢ µ1 = 0 £ ¦ h1

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= 0 ¼
� «
µ1 = 0

�r� £�® � (1)
« ª� �¬«�É¯¦�� µ2 = 0

 ¡� ® α̂ > 0 � Ŝa > 0
��¥
Ŝt > 0 ¼ �x�r«�� (2)

« ª� �¬«�É¾¦��»�r� £�® � 1 = 0 � n�ÅÉ¾¦§«��n��¥l« ª�W£ �)��« �§��� ¼
� £ ��  µ1 6= 0

��¥
h1

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= 0 ¢ α̂Pmax =
π2E

L2

Ŝa

2

(

Ŝa

6
+ Ŝt

)

(6) ¼
�p´µ� §® În� (5) ¢ µ2 = 0 £ ¦ h2

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= 0 ¼� «
µ2 = 0

�r� £�® � (1)
« ª� �¬«�É¯¦�� µ1 = 0

 ¡� ® Pmax > 0 ¼ � �r«�� (2)
« ª� �¬«�É¯¦��0�r� £�® � 1 = 0 �  n��É¾¦§«��n�	¥« ª�W£ �)��« �§��� ¼� £ ��  µ2 6= 0

��¥
h2

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= 0 ¢ Pmax = Kα̂2
(

Ŝa + 2Ŝt

)

(7)�p´µ�r¦§¥ ® �  � ® ¥ ¢
(3) − 2(2) =⇒ µ1

π2E

2L2

(

2Ŝt −
Ŝa

3

)

= 0 =⇒ Ŝa = 6Ŝt [µ1 > 0]

(6)
��¥

(7)
« ª� �¬«�É¾¦����¯¥��r� £�® � ¢







α̂Pmax = 6
π2E

L2
Ŝt

2

Pmax = 8Kα̂2Ŝt

Ŝa = 6Ŝt

=⇒







α̂ =

(
3π2EPmax

32K2L2

) 1

5

Ŝt =

(
Pmax

3L4

288Kπ4E2

) 1

5

Ŝa = 6

(
Pmax

3L4

288Kπ4E2

) 1

5

� £ ��¨<«¬¥�« £ ���?¨&´ £� ¥�« ª �r�¬«¬¥	¹S¨<¦ 2 Á�ÂU¿ £�® ¨ ® � � § �¬«�É¯¦ £ ���0��� ¥�Ä�¹ £�® Î ª �/¸¾¦Q���Q  £ ¦ ® � ¼ �»� ¥ £ ¦§¥	��0���� £ � ���� ¥�Ä�¹ £�® Î ª �²¨ £ �§��¹²¨��r������´È¹�� £ �� n¹²�n��¥ � I£ ¦ ® ��� §®	£ �§��Î ª �&� 4 � � � ¹nÉ¯¦§«¬¸·�r�����¯¥ º  n���¬¦§«*¨ £ �§��¹²¨��r�����´È¹�� £ �� n¹  ¦§«��	É¾¦��»¥ £ ¦��*���n�  � ® � ª Î�¥ ® �n��¨§�Å½��r¶ ® �r�§¶��S� £ �¯¥?��¥ ® «� �¥	� ª ���¯¥ W£ ��«¬¥�«�0�� ¼� £ «����¯¥ (α̂, Ŝa, Ŝt

) �Æ�p� £ �¬¦§¥�« £ � ���������	��
 �F¥ ®	£ ¦§¸�¹n� §® ¹n n¹n¨§� ª�ª ���¾¥���¥ µ ���n�  � ® � ª Î�¥ ® �n�?¨§�F½��r¶ ® �r�§¶��
���	� £  �«�¹n� ¼ ½�� I£ «¬�¯¥

(

α̂, Ŝa, Ŝt

) �n��¥*� £ �¬¦§¥�« £ �©¨<¦ §®	£ �§��Î ª ��� 4 � �2��« ¢

vT ∂2L

∂ (α, Sa, St)
2

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

v > 0 W£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ v ∈ R
3
∗
¥	����É¯¦�� ¢

vT ∂hi

∂ (α, Sa, St)

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= 0 W£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ 1 6 i 6 2

� �r�� �¦§� £ �������»Ä��n�)��«����©¨<¦²�Æ�r¶ ® �r�§¶·«���� ¢

∂2L

∂ (α, Sa, St)
2

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

= −









2µ2K
(

Ŝa + 2Ŝt

)

2µ2Kα̂ 4µ2Kα̂

2µ2Kα̂ µ1
π2E

6L2
µ1
π2E

2L2

4µ2Kα̂ µ1
π2E

2L2
0









½��n�*¸��n �¥	��¦ ® � v ¸�¹ ® «ÌË����¯¥ ¢






Pmaxv1 −
π2E

2L2

(

Ŝa

3
+ Ŝt

)

v2 −
π2E

2L2
Ŝav3 = 0

−2Kα̂
(

Ŝa + 2Ŝt

)

v1 −Kα̂2v2 − 2Kα̂2v3 = 0

⇐⇒







Pmaxv1 −
3π2E

2L2
Ŝtv2 − 3

π2E

L2
Ŝtv3 = 0

−16Kα̂Ŝtv1 −Kα̂2v2 − 2Kα̂2v3 = 0

Ï �



 ¡� ® � £ ¦��?�¡¸ £ ���*¸f¦  �¬¦��lÄ��r¦§¥�É¾¦�� (3) − 2(2)
« ª� �¬«�É¯¦�� Ŝa = 6Ŝt ¼�»�  �¬¦�� � � £ ¦����n¸ £ ���*¸¾¦/¹�¶¯�r��� ª ���¾¥?É¾¦�� (6)
��¥

(7)
« ª� �¬«�É¾¦����¯¥ α̂Pmax = 6

π2E

L2
Ŝt

2 �  n�FÉ¯¦§«�¨ £ �§��� �
® � W£�® ¥	¹°¨��r���*�Æ� §® � ª «�Î ® �°¹nÉ¾¦��r¥�« £ �©¨<¦©�	Íf��¥	Î ª �F �«��!¨§�n�)��¦�� ¢






PmaxŜtv1 −
3

2

α̂Pmax

6
v2 − 3

α̂Pmax

6
v3 = 0

−16Kα̂Ŝtv1 −Kα̂2v2 − 2Kα̂2v3 = 0
⇐⇒

{
4Ŝtv1 − α̂v2 − 2α̂v3 = 0

16Ŝtv1 + α̂v2 + 2α̂v3 = 0 [Kα̂ 6= 0]

⇐⇒
{
v1 = 0
v2 + 2v3 = 0

[ ����� ���	��
 ��� 
� ������� ��������� � 
���� ������� �� !� ���"� 
 ��� ]
� «¬����« ¢

vT ∂2L

∂ (α, Sa, St)
2

(

α̂, Ŝa, Ŝt

)

v = −
(

µ1
π2E

6L2
v2
2 + 2µ1

π2E

2L2
v2v3

)

= −µ1
π2E

L2

(
1

6
v2
2 + v2

(

−1

2
v2

))

= µ1
π2E

3L2
v2
2

> 0
�U�©���&��¥ � µ1 > 0

��¥
v2 6= 0

 ¡� ® � �	«¬� £ � � v3
�)� ® �r«¬¥l�¯¦§� �  ¦§«��	É¾¦�� v2 + 2v3 = 0

����¥
v
�	� ® �r«¬¥*¨ £ �� »�¾¦§��  ¦§«�É¯¦�� v1 = 0

� �  n�ÅÉ¯¦§«��n�	¥*� ±< ��¬¦��  � ® Ä¯Í W£ ¥�Ä�În�	� ¼
4 � ®   £ ���	¹nÉ¾¦����¯¥ � ��� I£ «¬�¯¥

(

α̂, Ŝa, Ŝt

) �n��¥l¦§���Å� £ �¬¦§¥�« £ �/� £  ¡�r���F��¥ ® «� �¥	�Å¨<¦ §®	£ �§��Î ª �3� 4 � � ¼54 ¦§«��)É¯¦�� n� I£ «¬�¯¥»�n��¥?��´ ¦§�§«�É¯¦��%� £ �¬¦§¥�« £ �D¹�¸����¯¥�¦����¬���p¨<¦ §®	£ �§��Î ª � � £ � ��� ¨§¹n¨<¦§«¬¥»É¾¦�´ «¬�K�n��¥?��´ ¦§�§«�É¯¦��%� £ �¬¦§¥�« £ ���¥ ® «� �¥	�Å¨<¦ §®	£ �§��Î ª ��� 4 � � ¼
�U�©  £ �� ��¬¦���« £ � � ¨��r���l���Å��Í<��¥	Î ª �F¨§�F  £f£�® ¨ £ �§��¹n�n��«¬�§«¬¥�«Æ�r� (e, h, b) ¢
½���� £ �¬¦§¥�« £ �©�	¥ ® «� �¥	�F¨<¦ §®	£ �§��Î ª �#� 4 � �l�n��¥ ¢

(ê, ĥ, b̂) =

((
81Pmax

4L2

32K3π2E

) 1

10

,

(
288Pmax

2KL6

π6E3

) 1

10

,

(
Pmax

2KL6

209952π6E3

) 1

10

)

��u$# � z 
 �1�W�¯�I~ yrz�� �(�,{�� 
 �&y�y�� �(| ���&~�1~!y�yr��|Y�Q��� � z��Y}�~
 �&{��§} �(| ���&~�1~!y�yr��|Y�
% 
 � 
 ~!� �<� z��(}�~
 �&{*�lz�|(�x{!� �1��z ��{ ')
 � � �+� � ��� �U�W���2�	���

½�� ® �r«�¨<«��	�)��¦ ®'&rª � ª «¬�� n�²  £�®�® �n� W£ ��¨��r¦Q ¡��� £�¤ b = 0 ¼ ½�� §®	£ �§��Î ª �&� 4 � �%É¾¦�´ £ ��� £ ¦§Ä��r«¬¥	�
® ¹n� £ ¦�¨ ® �°�n�	¥*¨ £ �� F��� §®	£ �§��Î ª �#� 4 � �*�r¦§¶ ª ���¯¥	¹°¨§�Å�Æ�p  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	� b = 0 � � £ «¬¥ St = 0 ¢

(P4) min

αPmax6
π2E

L2

Sa

2

 

Sa

6
+St

!

Pmax6Kα2(Sa+2St)
St=0
α>0
Sa>0

(Sa + 2St)

½��%� £ �¬¦§¥�« £ �²¨<¦ §®	£ �§��Î ª �*� 4 6 �(�n�	¥� n� ® ¥	�n�2¦§��� &rª � ª «¬�� n� � ª �r«��2���¬������´È�n��¥  ��¦§¥ � � ¥ ® �  ��� £� ¥�« ª �r���W£ ¦ ® ��� §®	£ �§��Î ª � � 4 � �  ¦§«��	É¾¦������n�S  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�%« ª�I£ �	¹n�n�S�r¦<± §®	£ �§��Î ª �n� � 4 6 �Å��¥#� 4 � �»����� £ �¯¥ ���*���n� ª � ª �n� ¼½�� §®	£ �§��Î ª � � 4 � �Y�n��¥1¹nÉ¾¦§«¬¸��r�����¾¥��r¦ §®	£ �§��Î ª � � 4 � �)(+*-,$!/.10 !/243 � #���¦§«¬¸·�r�¯¥ � ��� ¶¯� ® ¨��r�¯¥lº»��´È�n� §® «¬¥
St = 0 ¢

(P5) min
12αPmaxL26π2ES2

a

Pmax6Kα2Sa

α>0
Sa>0

Sa

Ï �



� ��� 
 ����� � ������� ��� � � � � ����� � 
 � �	� 
 � � � � �	� � � � � � � 
���� � �
� 
 
 � � � ��� � � � ��
 ��� � � � �
� 
 
 � � � � ��� 
 ��� ��� �

����� ����� ��� ��� 
 
 � � �� � 
� � � � � � ��� ����� ��� � 
��� � � 
 
 � � �����½��n��  £ �¾¥ ® �r«¬�¯¥	�n�?«¬��¹�¶¯�r�¬«¬¥	¹ h1
��¥
h2
¨§��¸f«����§�����¯¥ ¢

h1 :
R

2 −→ R

(α, Sa) 7−→ 12αPmaxL
2 − π2ES2

a

� ® ��¨<«����¯¥�¨§� h1 ¢ ∀ (α, Sa) ∈ R
2 ,

∂h1

∂ (α, Sa)
(α, Sa) =

[
12PmaxL

2

−2π2ESa

]

h2 :
R

2 −→ R

(α, Sa) 7−→ Pmax −Kα2Sa

� ® ��¨<«����¯¥�¨§� h2 ¢ ∀ (α, Sa) ∈ R
2 ,

∂h2

∂ (α, Sa)
(α, Sa) =

[
−2KαSa

−Kα2

]

	 ¦��r�¬«ÌË� ¡�r¥�« £ � ¨§�n��  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�
� £ �¾¥ ®	£ ���LÉ¾¦�� ¢ ∀ (α, Sa) ∈ R

2 , G(α,Sa)(Ω) =

{

v ∈ R
2 : vT ∂hi

∂ (α, Sa)
(α, Sa) < 0 , i ∈ A (α, Sa)

}

6= ∅
W£ ¦ ® (α, Sa) ∈ R

∗
+

2

Ã 1 ¿�À  ¡��� ¢ A (α, Sa) = {1}

vT ∂h1

∂ (α, Sa)
(α, Sa) = 12PmaxL

2v1 − 2π2ESav2 < 0

��� §® �����r�¾¥ v1 = 0
��¥
v2 = 1 �  ¡� ® Sa > 0Ã 2 Á�ÂU¿  ¡��� ¢ A (α, Sa) = {2}

vT ∂h2

∂ (α, Sa)
(α, Sa) = −2KαSav1 −Kα2v2 < 0

��� §® �����r�¾¥ v1 = v2 = 1
 ¡� ® α > 0

��¥
Sa > 0Ã 3

Î ª �° ¡��� ¢ A (α, Sa) = {1, 2}

vT ∂h1

∂ (α, Sa)
(α, Sa) = 12PmaxL

2v1 − 2π2ESav2 < 0

vT ∂h2

∂ (α, Sa)
(α, Sa) = −2KαSav1 −Kα2v2 < 0

��� §® �����r�¾¥ v1 = 0
��¥
v2 = 1

 ¡� ® Sa > 0
��¥
α 6= 0

� £ �� ��¬¦���« £ � ¢ ½��n�?  £ �¯¥ ® �r«¬�¯¥	�n�»� £ �¾¥*É¯¦��r�¬«ÌË�¹n�n�?��¦ ® R
∗
+

2 ¼

� £ ��¨<«¬¥�« £ ���?¨&´ £� ¥�« ª �r�¬«¬¥	¹S¨<¦ 1 ¿�À £�® ¨ ® � � £ «¬¥
(

α̂, Ŝa

)

∈ R
∗
+

2 � £ �¬¦§¥�« £ �°¨<¦ §®	£ �§��Î ª � � 4 � � ¼ ½��n��  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�n�� £ �¯¥?É¯¦��r�¬«ÌË�¹n�n�?��� (α, Sa)
¨ £ �� F«¬��� ±<«���¥	� µ ∈ R

2
+

¥	���LÉ¯¦�� ¢
• ∂L

∂ (α, Sa)

(

α̂, Ŝa, µ
)

=
∂f

∂ (α, Sa)

(

α̂, Ŝa

)

+µ1
∂h1

∂ (α, Sa)

(

α̂, Ŝa

)

+µ2
∂h2

∂ (α, Sa)

(

α̂, Ŝa

)

= 0

� £ ��  ¢
{

12µ1PmaxL
2 − 2µ2Kα̂Ŝa = 0 (1)

1 − 2π2µ1EŜa − µ2Kα̂
2 = 0 (2)

• µ1h1

(

α̂, Ŝa

)

= µ1

(

12α̂PmaxL
2 − π2EŜa

2
)

= 0 (3)

• µ2h2

(

α̂, Ŝa

)

= µ2

(

Pmax −Kα̂2Ŝa

)

= 0 (4)
�p´µ� §® În� (3) ¢ µ1 = 0 £ ¦ h1

(

α̂, Ŝa

)

= 0
� «
µ1 = 0

�r� £�® � (1)
« ª� �¬«�É¾¦�� µ2 = 0

 ¡� ® α̂ 6= 0
��¥
Ŝa 6= 0 ¼ �x�r«��*�r� £�® � (2)

« ª� �¬«�É¾¦�� 1 = 0 �  n�FÉ¾¦§«

Ï &



�n��¥*« ª�I£ �	��« �§��� ¼� £ ��  µ1 6= 0
��¥
h1

(

α̂, Ŝa

)

= 0 ¢ 12α̂PmaxL
2 = π2EŜa

2
(5)

�p´µ� §® În� (4) ¢ µ2 = 0 £ ¦ h2

(

α̂, Ŝa

)

= 0� «
µ2 = 0

�r� £�® � (1)
« ª� �¬«�É¾¦�� µ1 = 0 ¼ � �r«����r� £�® � (2)

« ª� �¬«�É¯¦�� 1 = 0 �  n�ÅÉ¯¦§«��n�	¥l« ª�W£ �	�	« �§��� ¼� £ ��  µ2 6= 0
��¥
h2

(

α̂, Ŝa

)

= 0 ¢ Pmax = Kα̂2Ŝa (6)

(5)
��¥

(6)
« ª� �¬«�É¾¦����¯¥ ¢







α̂ =

(
π2EPmax

12K2L2

) 1

5

Ŝa =

(
144Pmax

3L4

Kπ4E2

) 1

5

� £ ��¨<«¬¥�« £ ���?¨&´ £� ¥�« ª �r�¬«¬¥	¹S¨<¦ 2 Á�ÂU¿ £�® ¨ ® �� £ «����¯¥ (α̂, Ŝa

) �Æ� � £ �¬¦§¥�« £ � ���������	��
 �p¥ ®	£ ¦§¸�¹n����¥ §® ¹n n¹n¨§� ª�ª ���¯¥%��¥ µ ���n�  � ® � ª Î�¥ ® �n�Å¨§�%�Æ�r¶ ® �r�§¶��  £�®�® �n� I£ ��¨��r�¯¥	� ¼�� � I£ «¬�¯¥2� § � ® ¥�«����¯¥lº»��´È�����	� ª �§��� R
∗
+

2 ��¦ ® ���nÉ¾¦��������n�1  £ �¯¥ ® �r«¬�¾¥	�n��� £ �¯¥1É¾¦��r�¬«ÌË�¹n�n� ¼� £ ��  (α̂, Ŝa

) �n��¥*� £ �¬¦§¥�« £ �©¨§�#� 4 � �2��« ¢

vT ∂2L

∂ (α, Sa)
2

(

α̂, Ŝa

)

v > 0 W£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ v ∈ R
2
∗
¥	����É¯¦�� ¢

vT ∂hi

∂ (α, Sa)

(

α̂, Ŝa

)

= 0 W£ ¦ ® ¥ £ ¦§¥ 1 6 i 6 2

½��FÄ��n�	�	«����©¨§�
L
¸·�r¦§¥ ¢

∂2L

∂ (α, Sa)
2

(

α̂, Ŝa

)

=

[
−2µ2KŜa −2µ2Kα̂

−2µ2Kα̂ −2π2µ1E

]

½��n�*¸��n �¥	��¦ ® � v ¸�¹ ® «ÌË����¯¥ ¢
{

12PmaxL
2v1 − 2π2EŜav2 = 0

−2Kα̂Ŝav1 −Kα̂2v2 = 0
⇐⇒

{
6PmaxL

2v1 = π2EŜav2 (i)

2Ŝav1 + α̂v2 = 0 [Kα̂ 6= 0] (ii)

� «¬���	« ¢

vT ∂2L

∂ (α, Sa)
2

(

α̂, Ŝa

)

v = −2µ2KŜav
2
1 − 2π2µ1Ev

2
2 − 4µ2Kα̂v1v2

= −2µ2KŜav
2
1 − 12µ1

PmaxL
2

Ŝa

v1v2 − 4µ2Kα̂v1v2 [
¨&´µ� §® În� (i)]

= −2µ2KŜav
2
1 + 24µ1

PmaxL
2

α̂
v2
1 + 8µ2KŜav

2
1 [

¨&´µ� §® În� (ii)]

= 6µ2KŜav
2
1 + 24µ1

PmaxL
2

α̂
v2
1

> 0

 ¡� ® α̂ > 0 � Ŝa > 0
��¥
v 6= 0

�
v1 6= 0 £ ¦ v2 6= 0

� ¼
4 � ®   £ ���	¹nÉ¾¦����¯¥ � ��� I£ «¬�¯¥

(

α̂, Ŝa
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St = 0 � £ ����©¨§¹n¨<¦§«¬¥�É¾¦��»��´ ¦§�§«�É¯¦��S� £ �¬¦§¥�« £ �©��¥ ® «� �¥	�F¨<¦ §®	£ �§��Î ª �#� 4 � �2�n�	¥l��� W£ «¬�¾¥ (α̂, Ŝa, 0

)

¼
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S(P3)

S(P4)
=

8Ŝt(P3)

Ŝa(P4)

[Ŝa(P3) = 6Ŝt(P3)
��¥
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=
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3L4
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5
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=
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