
Corretion de l'examen d'Optimisation Non-LinéaireIENAC07 - 28 janvier 20081 Question de ours : Optimisation sur un ensemble ouvertSoient f une fontion multivariable de R
n dans R, Ω un ouvert de R

n et (PΩ) le problèmede minimisation de f sur Ω, x̂ est solution de (PΩ) si et seulement si x̂ ∈ Ω et x̂ solution duproblème de minimisation de f sur R
n.Cela implique que lors de la résolution d'un problème d'optimisation sous ontraintes, onpeut laisser de �té les ontraintes dé�nissant des ouverts (typiquement les ontraintes inégalitéstrites), es dernières ne pouvant jamais saturées. En revanhe il faut véri�er a posteriori queles solutions trouvées respetent bien es ontraintes laissées à part initialement.2 Exerie : Théorème de la dualité1. Le problème d'optimisation sous ontraintes orrespondant s'érit :






















min
x∈Rn

n
∑

i=1

1
xi

n
∑

i=1
x2

i − 1 ≤ 0

∀i ∈ {1, . . . , n},−xi < 0D'après le théorème d'optimisation sur les ensembles ouverts on sait qu'on peut négligerles ontraintes inégalité strites tant qu'on les véri�e a posteriori, le problème s'érit don :
PΩ :

{

min
x∈Rn

f(x)

h(x) ≤ 0ave h(x) =
n
∑

i=1
x2

i − 1.2. A�n de montrer que f est onvexe on se propose de aluler son Hessien. On a :
∂f

∂x
(x) =







−1/x2
1...

−1/x2
n






et ∂2f

∂x2
(x) =







2/x3
1 . . .

2/x3
n







∂2f
∂x2 (x) est don une matrie diagonale dont les termes sont positifs si xi > 0 e quiorrespond à notre ontrainte strite. Le hessien de f est don dé�ni positif sur le domaineadmisible et don la fontion f est stritement onvexe sur le domaine admissible.Par ailleurs ∂2h

∂x2 (x) = 2I où I est la matrie identité de taille n, don la ontrainte h estégalement onvexe sur le domaine admissible.1



3. Pour pouvoir appliquer le théorème de la dualité, il nous faut véri�er au préalable que fet h sont onvexes (question 2) et que les ontraintes sont quali�ées.Pour montrer que les ontraintes (la ontrainte en fait) sont quali�ées, on peut utiliserplusieurs arguments du théorème de quali�ation. Ii il est immédiat de voir que h estonvexe (on vient de le montrer) et d'intérieur non vide par exemple.On peut don appliquer le théorème de la dualité qui nous indique que résoudre le problème
PΩ est équivalent à résoudre le problème dual :

max
µ>0

min
x∈Rn

L(x, µ)où L(x, µ) est le Lagrangien assoié au problème PΩ et s'érit :
L(x, µ) = f(x) + µh(x) =

n
∑

i=1

1

xi
+ µ

(

n
∑

i=1

x2
i − 1

)On s'intéresse au problème de minimisation sans ontraintes en premier et on herhe àannuler le gradient de L par rapport à x. ∂L
∂x

(x) =









...
−1/x2

i + 2µxi... 







∂L
∂x

(x) = 0 ⇒ 2µx3
i = 1et don xi = (2µ)−1/3 et µ 6= 0On a don le x(µ) qui minimise le Lagrangien par rapport à x. On introduit la fontionduale ψ(µ) = L(x(µ), µ).

ψ(µ) =

n
∑

i=1

(2µ)1/3 + µ

(

n
∑

i=1

(2µ)−2/3 − 1

)

= nµ1/3
[

21/3 + 2−2/3
]

− µ =
3nµ1/3

22/3
− µOn herhe à maximiser ψ(µ) par rapport à µ, on a :

ψ′(µ) =
n

(2µ)2/3
− 1Don :

ψ′(µ) = 0 ⇒ µ =
n3/2

2On véri�e immédiatement que µ > 0 et qu'il s'agit bien d'un maximum. L'optimum estdon atteint en :
x =

1√
nCe point véri�e bien les ontraintes inégalité strites il s'agit don bien de la solution denotre problème.On aurait pu intuiter e résultat en faisant un dessin en dimension 2 ; il apparait alorsque la surfae de la fontion objetif présente des parois esarpées le long des axes etque plus on s'éloigne de l'origine en ligne droite, plus on desend sur la surfae. Il s'agitdon de s'éloigner au plus de l'origine en restant loin des axes (et en restant dans ledomaine). Graphiquement, ela orrespond à s'éloigner selon la diretion de la première2



bissetrie. Or la ontrainte nous impose de rester dans le erle de rayon 1, le minimumsous ontraintes est don trouvé sur la ontrainte, don en (√
2

2 ,
√

2
2

) pour la dimension2. Ce raisonnement graphique se généralise failement à la dimension n et permet des'attendre au résultat de l'appliation du théorème de la dualité.3 Problème : le problème de tir1. L'intégration des équations du prinipe fondamental de la dynamique donne suessive-ment :
∂x

∂t
= v cos θ

∂y

∂t
= −gt+ v sin θ

x(t) = v cos θt

y(t) = −1

2
gt2 + v sin θtA la date �nale tf , on a :

xf = v cos θtf

0 = −1

2
gt2f + v sin θtfOn en tire la valeur de tf :

tf =
xf

v cos θ
=

2v sin θ

gAinsi que la relation entre v et θ dé�nissant l'ensemble des solutions au problème de tir :
v2 sin 2θ = gxf2. La dernière relation nous indique que v2 sin(2θ) > 0 don v > 0 et θ ∈]0;π/2[.3. On minimise le temps de vol sous la ontrainte inégalité v ≤ vm, on a don :

f1(v, θ) =
2v sin θ

g

g(v, θ) = v2 sin 2θ − gxf

h(v, θ) = v − vm

m1(v) = −v
m2(θ) = −θ

m3(θ) = θ − π/24. D'après le théorème d'optimisation sur les ensembles ouverts on peut herher une solutionà (P1) sans tenir ompte des ontraintes m1, m2 et m3 tant qu'on véri�e a posteriori queles solutions trouvées véri�ent bien es ontraintes. On herhe don à montrer que lesontraintes h et g sont quali�ées. En posant X = (v, θ) on a :
∂g

∂X
=

[

2v sin 2θ
2v2 cos 2θ

] et ∂h

∂X
=

[

1
0

]On veut montrer que la famille des gradients des ontraintes égalité et des ontraintesinégalité saturées forme une famille libre.3



Si h n'est pas saturées, alors la famille { ∂g
∂X

} est libre ar v 6= 0.Si h est saturée alors v = vm. Les deux veteurs forment une famille libre si et seulementsi v est non nul (toujours le as dans le domaine) et θ 6= π/4 (les autres as qui annulent
cos 2θ ne sont pas dans le domaine). Or θ 6= π/4 implique que v2

m = gxf e qui n'est paspossible losque v2
m > gxf . La famille de es gradients est don bien libre, les ontraintessont quali�ées.Le as v2

m = gxf pose problème pour la quali�ation ar alors on ne peut plus montrerque les gradients des ontraintes saturées sont linéairement indépendants. C'est d'autantplus problématique que dans e as, il n'y a qu'un unique point dans le domaine. En e�et,pour tous les v < vm on a v < gxf et don gxf

v
> 1 et don sin 2θ > 1 ; il n'existe donpas de θ aeptable pour les v < vm. On a don alors néessairement v = vm et θ = π/4.Il est di�ile de montrer la quali�ation mais il s'avère que 'est inutile : il n'y a qu'unpoint dans le domaine, 'est le minimum.On sait que le tir à θ = π/4 est le tir qui porte le plus loin sous es hypothèses de modéli-sation que l'on a faites (pas de frottements). Physiquement, e as orrespond au as oùl'énergie fournie à l'obus initialement est tout juste su�sante pour atteindre la ible, il n'ya don que le tir à θ = π/4 qui permette de respeter les ontraintes (d'atteindre la ible).De même, le as v2

m < gxf orrespond au as où le domaine est vide : auun point devéri�e les ontraintes. Il s'agit du as où l'énergie ommuniquée initialement au projetileest de toute façon insu�sante pour atteindre la ible, quel que soit l'angle de tir.5. D'après la question préédente les ontraintes sont quali�ées. On peut don appliquer lethéorème de Kuhn et Tuker. Le Lagrangien du problème s'érit :
L(v, θ, λ, µ) =

2v sin 2θ

g
+ λ

(

v2 sin 2θ − gxf

)

+ µ (v − vm)Sa dérivée première vaut :
∂L
∂X

=

[

2 sin θ
g + 2λv sin 2θ + µ

2v cos θ
g + 2λv2 cos 2θ

]La ondition d'optimalité du premier ordre nous indique que pour tout (v, θ) solution, ilexiste λ ∈ R et µ ∈ R
+ tels que :

2 sin θ

g
+ 2λv sin 2θ + µ = 0 (1)

2v cos θ

g
+ 2λv2 cos 2θ = 0 (2)

v2 sin 2θ − gxf = 0 (3)
µ(v − vm) = 0 (4)La quatrième équation implique de distinguer deux as :1er as : µ = 0On a :

2 sin θ

g
= −2λv sin 2θ (5)

2v cos θ

g
= −2λv2 cos 2θ (6)4



On a sin θ et sin 2θ 6= 0 ar θ 6= 0 ou π/2 et v 6= 0. On peut don diviser 6 par 5. Onobtient tan θ = tan 2θ, e qui implique que θ = 0 e qui est hors-domaine. Il n'existe donpas de solution admissible pour µ = 0.2nd as : v = vmLa ontrainte 3 implique : sin 2θ =
gxf

v2
m

, d'où :
θ =

1

2
arcsin

gxf

v2
m

ou π

2
− 1

2
arcsin

gxf

v2
mLe paramètre de Lagrange vaut :

λ =
−2 cos θ

gv cos 2θLe paramètre de Kuhn et Tuker vaut :
µ =

−2 sin θ

g
+ 4

cos θ

gv cos 2θ
v sin 2θ

=
2

g
[2 cos θ tan 2θ − sin θ]

=
2

g

[

2 cos θ
2 tan θ

1 − tan2 θ
− sin θ

]

=
3 sin θ cos2 θ + sin θ

cos 2θCette dernière ériture de µ nous permet d'a�rmer que pour le θ solution qui est pluspetit que π/4 on a bien µ ≥ 0 tandis que pour le θ solution qui appartient à l'intervalle
]π/4;π/2[, µ est négatif. On ne garde don que la première solution :

θ =
1

2
arcsin

gxf

v2
m

, v = vmOn pouvait intuiter e résultat puisqu'au �nal le résultat de l'optimisation nous indiqueque pour atteindre la ible le plus vite possible, il faut laner le projetile le plus fortpossible (v = vm), deux angles de tir déoulent du fait de �xer la vitesse initiale, on prendl'angle le plus faible.6. Le nouveau problème d'optimisation est :
(P2) :















min
(v,θ)∈R2

2v sin θ

g
+

1

2
Cv2

g(v, θ) = 0, h(v, θ) ≤ 0
m1(v) < 0, m2(θ) < 0, m3(θ) < 0Le raisonnement préédent pour la quali�ation des ontraintes tient toujours. Le nouveauLagrangien s'érit :

L(v, θ, λ, µ) =
2v sin θ

g
+

1

2
Cv2 + λ

(

v2 sin 2θ − gxf

)

+ µ (v − vm)Et sa dérivée :
∂L
∂X

=

[

2 sin θ
g + Cv + 2λv sin 2θ + µ

2v cos θ
g + 2λv2 cos 2θ

]
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La ondition du premier ordre s'érit don :
2 sin θ

g
+ Cv + 2λv sin 2θ + µ = 0

2v cos θ

g
+ 2λv2 cos 2θ = 0

v2 sin 2θ − gxf = 0

µ(v − vm) = 0Paradoxalement, l'introdution du terme quadratique - qui implique le terme en Cv de ladérivée première - rend la résolution du système plus omplexe. En e�et on ne peut pluséarter le as µ = 0 aussi failement que préédemment. Le ompromis énergie-temps tirela solution vers l'intérieur du domaine : on peut s'attendre à e que, lorsque C tend versl'in�ni, θ tende vers π/4 et v vers √
gxf ar 'est la solution dans le as où on herheà optimser l'énergie mise en jeu (minimiser la vitesse transmise). Le mélange de termeslinéaires et de termes trigonométriques rend les équations 6 à 6 omplexes à résoudre.7. Cf. ours sur les résolutions numériques.8. Il s'agit simplement d'un adaptation de l'exerie 2 du TD1. Plut�t que de résoudre leproblème sous ontraintes égalité et inégalité, on se propose de tenter d'inverser la relation3 a�n d'obtenir diretement v en fontion de theta. Cette inversion peut se faire de façonformelle mais elle est peu utile pour résoudre le reste du problème ar il est di�ile derésoudre des équations trigonométriques. A la plae, étant donné la forme de la fontion

v(θ) fournie par la résolution numérique, on se propose d'admettre une petite erreur sur laontrainte égalité a�n de simpli�er la résolution. On hoisit d'approher la fontion v(θ)par un polyn�me d'ordre 2. On note p(θ) = a2θ
2 + a1θ + a0 e polyn�me.On dispose d'un ensemble de points de mesure θj et de la valeur exate de v pour haque θj .En utilisant les notations de l'énoné (qui orrespondent à elles du TD4), on a v(θj) = Gj .On herhe à minimiser l'erreur ommise lors de l'approximation, au sens des moindresarrés. On herhe don à minimiser sans ontraintes la quantité m

∑

j=1

(p(θj) −Gj)
2 enfontion des paramètres a0, a1 et a2.Come indiqué dans la orretion du TD1, le problème se résout très simplement en posant:

X =







1 θ1 θ2
1... ... ...

1 θm θ2
m






, G =







G1...
Gm






et a =





a0

a1

a2



La fontion à minimiser s'érit alors f(a) = (Xa−G)2 = aTXTXa− 2GTXa+GTG.On pose alors Q = 2XTX et b = −2XTG. On herhe alors à minimiser sans ontraintesla fontion quadratique :
f(a) =

1

2
aTQa+ bTa+GTGOn montre alors (Cf orretion du TD1) que Q est dé�nie positive et la solution s'érit :
a = −Q−1b6


