
Examen d'Optimisation Non-LinéaireIENAC07 - 28 janvier 2008Do
uments autorisés : une feuille manus
rite re
to-verso.Matériel autorisé : au
un.1 Question de 
ours : Optimisation sur un ensemble ouvert[2 points℄ Enon
er et expliquer le théorème d'optimisation d'une fon
tion multivariable sur unensemble ouvert.2 Exer
i
e : Théorème de la dualitéOn 
her
he à minimiser la fon
tion f :
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i ≤ 1.1. [1 points℄ E
rire 
e problème sous forme d'un problème d'optimisation sous 
ontrainteinégalité.2. [2 points℄ Montrer que f et la 
ontrainte sont 
onvexes.3. [3 points℄ Résoudre le problème en utilisant le théorème de la dualité.3 Problème : le problème de tirLa détermination de la traje
toire d'un engin sans propulsion (missile, fusée expérimentale, balle,boule de pétanque, . . . ) après son tir est un exer
i
e 
lassique. On se propose i
i de prendre
e problème �à l'envers� et de 
her
her, non pas la traje
toire de l'objet, mais les 
onditionsinitiales du tir né
essaires pour atteindre un point donné.On 
onsidère don
, 
omme indiqué sur la �gure, qu'on tire un obus depuis un point de
oordonnées (0, 0) et qu'on souhaite atteindre un point de 
oordonnées (xf , 0). Pour 
ela, on
ommunique initialement à l'obus une vitesse v ave
 un angle θ ave
 l'horizontale.1. [2 points℄ On rappelle que l'appli
ation du prin
ipe fondamental de la dynamique fournitles deux équations :
∂2x
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xfFigure 1: Problème de tir
g est l'a

élération de la pesanteur (on prend g positif).En intégrant 
es deux équations et en utilisant la 
ondition aux limites qui indique que latraje
toire passe par le point (xf , 0), donner la durée de vol tf ainsi que la relation quedoivent satisfaire v et θ pour atteindre le point �nal.2. [1 point℄ Utiliser 
ette dernière relation pour dé�nir le domaine dans lequel on va 
her
her
v et θ.3. [1 point℄ Dans un premier temps, pour assurer un risque d'inter
eption minimum, onveut minimiser le temps de vol de l'obus. On est toutefois limité dans la vitesse initialequ'on sait 
ommuniquer à l'obus : 
ette dernière ne peut dépasser une valeur vm. E
rirele problème 
omme le problème de minimisation sous 
ontraintes (P1) en identi�ant lesfon
tions f1, g, h, m1, m2 et m3.

(P1) :
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f1(v, θ)

g(v, θ) = 0
h(v, θ) ≤ 0
m1(v) < 0
m2(θ) < 0
m3(θ) < 04. [2 points℄ On se pla
e dans le 
as où v2

m > gxf . Montrer que les 
ontraintes sont quali�ées.Sans le résoudre, expliquer pourquoi le 
as v2
m = gxf pose problème pour la quali�
ation.Physiquement, à quoi 
orrespond 
e 
as ?De même, à quoi 
orrespond le 
as v2

m < gxf ?5. [3 points℄ Résoudre 
e problème. Pouvait-on intuitivement s'attendre au résultat ?6. [1 point℄ On 
onsidère à présent que le 
ommanditaire du tir est prêt à faire un 
ompromisentre la durée de vol et l'énergie utilisée pour le tir a�n de minimiser les 
oûts (
onsidérationparti
ulièrement importante dans le 
adre de l'appli
ation à la pétanque). Cette dernièreest dire
tement reliée à l'énergie 
inétique de l'obus en sortie de 
anon. Il nous demandedon
 maintenant de minimiser la fon
tion f2(v, θ) = tf (v, θ)+ 1
2Cv2, où C est un paramètred'é
hange traduisant le 
ompromis entre temps de trajet et 
oût du vol. E
rire le problèmed'optimisation sous 
ontraintes (P2) 
orrespondant ainsi que la 
ondition du premier ordresans 
her
her à la résoudre. Pourquoi 
e système d'équations est-il 
omplexe à résoudre ?2
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theta Figure 2: Résolution numérique de la 
ontrainte égalité7. [question bonus℄ Proposer une méthode numérique pour résoudre 
e problème.8. [2 points℄ On s'intéresse à présent à la résolution appro
hée de la 
ontrainte égalité. Ona a�
hé la résolution numérique de 
ette 
ontrainte sur la �gure 2 pour le 
as g = 10 et
xf = 1. On sait par ailleurs qu'en réalité, le débattement du 
anon ne lui permet de toutefaçon pas d'atteindre les angles de 0 et π/2 radians. Les valeurs minimale et maximalede l'in
linaison du 
anon sont respe
tivement θmin = 0.05rad et θmax = 1.55rad. Onse propose d'interpoler le résultat numérique de v(θ) par un polyn�me d'ordre 2 a�n desimpli�er la forme analytique de la 
ontrainte égalité. On se dote pour 
elà, à xf �xé,d'une dis
rétisation du domaine de θ en m points. On a don
 l'ensemble {θj, 1 ≤ j ≤ m}.On veut trouver une bonne interpolation de la fon
tion v(θ), on va le faire au sens desmoindres 
arrés. E
rire le problème de minimisation asso
ié.On pourra noter Gj = G(θj) =

√

gxf

sin(2θj)
.Résoudre 
e problème en fon
tion de l'ensemble des Gj .
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