Corrigé de 'examen d’Optimisation Non Linéaire

ENAC - 9 juin 2005

1 Exercice : Théoréme de la dualité (12 points)

1.1 Résolution graphique (3 points)

Danslecasn=p=2:

(P) min (x1—c1)? + (12 —c2)®> o1 Q= {w eR? : (z;+x2)° < a}
S

Q) est un domaine compris entre deux droites :

1+ 20 < Vo
T € ) <— ou
T+ 10 > —a

Il s’agit donc de trouver le point du domaine € situé a une distance minimale du point (c1, ¢2).
Les trois cas sont :

«

O\

z
@1+ @y = Va
o1 t+ar=—Va

1¢" cas 20me cag 3°me cas
—1*cas:cp+ e > Va
Le point de 2 le plus proche du point (c1,c2) est la projection orthogonale sur la droite
Dy d’équation x1 4+ 29 =
La droite perpendiculaire & la droite D; et passant par le point (c1, ) a pour équation :
r1 — T9 = ¢1 — co. Le point solution vérifie donc le systéme d’équation :

_Cl—CQ—i-\/a

(L‘1+$2:\/a xl_#

Tr1— Ty =C] — C x2262—61+\/a
2



— 2%m€ ca5 : le point (c1,c2) est dans le domaine 2 donc la plus courte distance a ce point
est lui-méme

— 3% cas : ¢y +cp < —/a
Le point de 2 le plus proche du point (c1, c2) est la projection orthogonale sur la droite
Dy d’équation x1 + 29 = —y/«
La droite perpendiculaire & la droite D; et passant par le point (¢, ¢2) a pour équation :
x1 — T = c¢1 — co. Le point solution vérifie donc le systéme d’équation :

01—02—\/5
{$1+$2:—\/a xl:#

=
Tr1 — T2 =C —C2 _02—01—\/5
372—#

1.2 Positivité de la matrice M (1,5 points)

- -
> i ,
i=1 n n n

swer = | 5| (3] e (S0) = (50) >0

i=1 i=1

i=1

La matrice M est donc positive (mais elle n’est pas définie positive puisque l'inégalité préce-
dente n’est pas stricte).

Autre démonstration :

M est de rang 1 donc elle a n — 1 valeurs propres nulles. Comme sa trace vaut n, on en déduit
que sa derniére valeur propre est n. Toutes ses valeurs propres sont donc positives si bien que
M est positive.

1.3 Condition suffisante d’application du théoréme de la dualité (1,5 points)

Une condition suffisante d’application du théoréme de la dualité est que la fonction &
minimiser f et la fonction h représentant la contrainte (il n’y en a qu’une ici) soient toutes les
deux convexes. Pour vérifier ceci, nous devons dériver deux fois f et h avec :

R* — R R* — R
. n . n p
f o — z (1‘2 - Ci)p et he: T — (Z xl> —
i=1 i=1

Dérivons f :

15)
VreR", a—i(x): pler—a)P™t - P(mn—cn)p_l}
Donc :
p(p—1) (xl—cl)pf2 0 --- 0
n O 0 oo :

La hessienne de f est positive si :

2
VreR",VveR", UT%(m)v:p(p_ DY (i — )’ 207 20



Ceci est vérifié si p est pair, puisque dans ce cas 1a : Vz € R" | (z; —¢;) > 0.
Dérivons h :

n p—1 n p—1 n p—1
1=1 i=1 1=1

Donc :
2

0%h o\
Ve eR", o5 (@) =plp-1) <;$z> M

n p—2

Comme la matrice M est positive, il suffit que <Z x,) soit positif pour tout z afin que la
i=1

hessienne de h soit positive, ce qui est vérifié si p est pair.

Une condition suffisante pour que le probléme (P) puisse étre résolu avec le théoréme de la

dualité est donc que p soit pair.

1.4 Résolution du probléme (P) par le théoréme de la dualité dans le cas
général ((n,p) e N? et p > 2) (6 points)

— Convexité de f et h :
D’aprés la question précédente, on se place dans le cas ou p est pair. Dans ce cas, f et h
sont convexes.
— Qualification de la contrainte h :
h est convexe. De plus, h(0) = —a < 0 donc int(Q) # (). Ainsi, d’aprés le lemme de
qualification, la contrainte h est qualifiée sur R".
Par conséquent, d’apres le théoréme de la dualité, & est solution du probléme primal (P) si et
seulement s'il existe i > 0 tel que (&, 1) est solution du probléme dual :

(Dual) sup inf L(x,u)
pu=0 TER™

Soit g = 0.
n
Soit (, : RY — R

— L(z, 1) = f(z) + ph(z)
La premiere étape consiste & minimiser la fonction (,, sans contraintes.
Soit # minimisant (,. Alors :

p—1

n
—— (&, p) = p (@ — )P+ pp Zif' =0
j=1

p—1

n
:>V1§i§n,(a?i—ci)p_1:—,u Zi‘j
7=1
e n
:Vlgién,ii—q:—uf)—IZij [p — 1 est impair] (i)
7j=1
1 n
— D & =) ¢ = ) &
, , e
1 n n
:>(1+nuﬂj>2§cj:20j
j=1 j=1



Or p> 0doncl+n,up T >1>0. Ainsi :

> — (ii)

j=1 1+”H”1

D’ou, d’aprés les équations (i) et (ii) :

1 -
V1<i<n, & =c— pr1—212"
14+ nur-1

n
ZC]' 1 C1

1 4=l
Donc : ip)=c—pr1—L—— | : avec c = |

L+npr=t | 4

Cn

& () est bien le miminum de ¢, sur R™ car ¢, est convexe.
La deuxiéme étape consiste & maximiser le langrangien par rapport & p positif en prenant
x = Z(p) précédemment calculé.
R.,. — R
SOy inf L) = L (@), ) = f (@) + ph (#(0)
1) est une fonction & une seule variable donc le calcul de son maximum sur Ry ne nécessite pas
d’utiliser les théorémes du Lagrangien. Une simple étude de son sens de variation suffit.

La fontion 7 : Ry : f:u) est dérivable sur Ry donc ¢» = (f o)+ (-h o &) est dérivable
sur Ry :
0 0% Oh 01
Vi€ Ry, (1) = DL () - 9 () + b (E00) + g () o)
0 Oh 01z
(52 @00+ g @) - 5200+ 1 60
oL 01z
= 52 @), ) - 5 (1) + h ((n))
oy 9L
Or, d’apres le calcul de & (), — (Z(u), ) = 0 donc

Vi e Ry, ¢ (p) = h(2(n)
Montrons d’emblée que ¥ est concave sur R :

p—1

n
> 6 5
" = - =
VuERL, ¥(p) = —p | —— G IN?
1+ npr-t j=1 (1+nuP 1)
n P 2=p
np prt
_ o np . <OsurR
- Zlc] (1 %1>p+1 sur Ry
j= +npr
<0 car;rest pair >0 sur Ry



Donc v est concave sur R donc il ne reste plus qu’a calculer le point i ol la dérivée de 1
s’annule :

Y (1) =0 < h(2(1)) =0

@ -

= | —F | =« d’apreés (ii)
n 1
> ¢ Far
_ 1 =1 .
—pri= [p est pair]
+nar
n 1 n 1
L Neer | et
. . ~p—1 = =1
¢ s’annule donc en deux points possibles sur Ry : a}™" = 37 et 15~ ]71
now —nap

Raisonnons de la méme maniére que dans le cas simple n = p = 2 étudié au début de ’exercice :

1
Zc] ar

1 1

Dans ce cas, il™" > 0et id™" < 0car @ > 0. Comme p— 1 est impair, ji; > 0 et fig < 0.
1)’ ne s’annule donc qu’en fi; sur R, et comme 1) est concave sur R, elle atteint son
n 1 p—1
Z cj —ar
maximum en ji = ji; = | T——
nar

n
— 2™ cas: ) ¢j < —ar

Dans ce cas, i7" < 0 et [LSTI > 0 car a > 0. Comme p — 1 est impair, 11 < 0 et jis > 0.
Y’ ne s’annule donc qu’en fip sur R, , et comme 1 est concave sur R, elle atteint son
n 1 p—1
2 ¢ tar
. . j=1 . .
maximum en fi = fig = — | ———— (p — 1 est impair).
nap

; 1 n 1
—3Mcas: —ar < ) ¢ <ar
i=1
1 1
Dans ce cas, ™' < 0 et g5™" < 0. Comme p — 1 est impair, 1 < 0 et iz < 0. ¢/ ne
s’annule donc pas sur R, et comme v est concave sur R, elle atteint son maximum en
i =0.
La solution générale du probléme (P) est donc :



n 1
Zlc']_ap n 1
]: =
n 1 S1 ZCJ Z ar
> 1 naor j=1
7 1on 1
jg:c_p]_ — | : avec 1= 0 si —ar < ) ¢ <ar
1+np j=1
1 n 1
Yocit+ar
> n
j=1 . 1
L s Y g<—ar
\ nar j=1

Vérifions que nous retrouvons bien le résultat de la premiére question dans le cas n =p =2 :
- 1% cas: 1+t =Va

. -t

_ctc a+te—a c1 + ¢ e+ —Va T = 9
”1+2ﬁ - 2y/a 1 4 gate—va - 2 done . _a-a+ta
2a BTy

— 2%M€ cag: —Ja < ¢+ <o
ﬁZO donc i“lzcl ethZCQ
— 3% cas : ¢ + 3 <

G ke Bl VA0

_c1+co a+tet+va o +te c1+e+ Vo 1= 5
o — = — = donc
1+ 2% 2/a | _gatetva 2 . c—ca—ya
2/ o= ——FH

Nous retrouvons bien la solution trouvée a la premieére question de 'exercice.

2 Probléme : optimisation de la structure d’un raidisseur en
aéronautique (18 points)

2.1 Formalisation du probléme (P1) (1 point)

Le probléme consiste & minimiser la masse du raidisseur en I sous les contraintes de géo-
métrie b > 0, e > 0, h > 0 et sous la contrainte de flambage global P,,,, < P.. Cette derniére
inégalité ne peut pas étre dans ’autre sens puisque P4, est imposé & ’avion par l'environ-
nement alors que P, est contrdlable via la forme des raidisseurs en 1. La forme des raidisseurs
en I doit donc permettre & ’avion de supporter au moins la charge maximale imposée par
I’environnement.

La masse M d’un raidisseur en I est, en notant p la masse volumique (constante) du matériau :

M = p x L x (eh + 2eb)

Puisque p et L sont constants, minimiser la masse du raidisseur revient & minimiser la surface
d’une coupe transversale du raidisseur, soit (eh + 2eb). Le probléme d’optimisation (P1) s’écrit
donc :

(Py) min (eh + 2ebd)

—-b<0
e>0



2.2 Inconsistence du probléme d’optimisation (P1) (3 points)

Les contraintes e > 0 et h > 0 sont strictes si bien qu’elles définissent un sous-ensemble
ouvert de R3. Nous ne les prendrons donc pas en compte dans le Lagrangien du probléme mais

nous vérifierons qu’elles sont toujours satisfaites.

. R3 — R e
Soit f : (e.h,b) —— eh+2eb la fonction & minimiser.

Soient hq, et hs les contraintes du probléme :

3

: ’E K% [h :
hl (6, h, b) — Pmcm — 71.[/—267 <6 + b> et h2 (6, h, b) — —b

Qualification des contraintes
h1 et ho ne sont pas toutes les deux a la fois convexes, ou bien & la fois affines, si bien que le
lemme de qualification ne peut étre utilisé que pour montrer que les gradients des contraintes

sont indépendants sur (Ri)z x R.

_71-2_Eh_2 ﬁ—i—b
5 L? 2 \6
: h E  (h
Gradient de hl 1V (e,h, b) € Rg s a(Thl?b)(e, h,b) = _%eh <Z +b
m2E h?
Yy
[0
Gradient de hy : V (e, h,b) € R3 ﬂ(e h,b)=1 0
2 - s Iy ) 8(e,h,b) 9 10y O

— 1°F cas : seule hy est active
Comme e > 0, h > 0 et b > 0, toutes les composantes du gradient de h; sont strictement
négatives, donc le gradient de h; est non nul sur (R1)2 x R.

— 28Me cas - seule hy est active
Le gradient de ho est non nul sur (R1)2 x R.

— 28Me cas : hy et ho sont toutes les deux actives
Les gradients de h; et hg sont linéairements dépendants si et seulement si les deux
premiéres composantes du gradient de h; sont nulles, ce qui n’est pas le cas si e > 0,
h > 0 et b > 0. Donc les gradients de h; et ho sont linéairements indépendants sur
(R%)? x R.

Conclusion : | Les contraintes sont qualifiées sur (Ri)2 x R.

Conditions d’optimalité du premier ordre

Soit (é,h,b) solution du probléme (P1) sur (Ri)2 x R. Les contraintes sont qualifiées sur
(Ri)2 X R donc il existe u € Ri tel que :

. %(é,ﬁ, b, 1) = %(é,ﬁ, h) 13(8,%, 5D +“28(2};12, gy (6h.b) =0
( h+2b—u1i—fi§ <%+B> =0 (1)
Donc : ¢ 5 _ ulﬂz_féﬁ (% + B) =0 (2)
2é—,u17TL2—féi;2 — 2= (3)




. T2E h? [ h
i Mlhl(‘??hab)::ul <Pmam_ﬁez <6+b>> (4)

L4 MQhQ(é,iL,i)) == —MQZA)ZO . (5)

D’apreés (4) : p1 = 0 ou hy(é,h,b) =0 A A
Si p1 = 0 alors (1) implique h + 2b = 0, ce qui est impossible car h > 0et b >0

- 2B b (h .
Donc uy # 0 et hl(é7h7b):0: max:Lé_ <—+b>

e

L? 2
D’aprés (5) : g = 0 ou hy(é, h,b) =0
Si pe = 0 alors :

m2FE . R
3)=2= ulmm [é > 0] (i)
72E. [ h N . .
or: 2)=1= ”1ﬁh <§ + 2b> [é > 0] (17)
mE .. ~
(1) = 2(ii)) = 0= —p1—52hb = b =0 w1 # 0 et h > 0]
Ainsi :
m2E h?
(1)=1= Mors g [h > 0] (131)
B 72E h? .
(ZZ) — 1= Mlﬁ? (“})
2E h?

) — (i) s 0 =
(iid) — (iv) e
ce qui est impossible car y; # 0 et h > 0.

Donc ug # 0 et ho(é, h b) =0:b= 0, ce qui est également impossible ceci méne aux équations
(73i) et (iv) dont nous venons de démontrons qu’elles sont impossibles.

Conclusion : ‘Le probléme (P1) n’a pas de solution. ‘

Autre démonstration (qui n’utilise pas le Lalgrangien) :
Soit une suite (up),cy- de (Ri)z x R définie par :

€0
VneN, u,= ngho
n%bo

avec (eo,ho,bo) tel que : h1(€07h07b0) < 0 et hz(eo,ho,bo) < 0
Les contraintes sont vérifiées pour tout n > 1 :

Vi€ N, hy(un) = Prgg — o (e—O(’“’hO) + e—omn%%)

L2 n 12 n 2

n2E hd h
= Prnaz = 3 ( — teo 0b0> = hi(eo, ho, bo) <
VneN, houp) = —n3bg <0  car  ha(eo, ho,bo) = —by < 0
ho + 2b
De plus : ¥ n € N, f (uy) = Sl +200) 0+
n3 n—-+o0o
Ainsi, 8’il existe une solution (é,h,b) au probléeme (P1), f(é,h,b) > 0 donc il est toujours



possible de trouver un entier p > 1 tel que 0 < f(u,) < f(é, h,b). Donc (é, h,b) n'est pas
solution, ce qui est contradictoire avec ’hypothése initiale. Par conséquent, le probléeme (P1)
n’a pas de solution.

2.3 Reésolution du probléme (P2) (5 points)

Notons h3 la contrainte qui a été ajoutée au probléme (P1) :

hs - R3 — R
(e,h,b) +—— emin —e€
Calculons son gradient :
V(e,h,b) ER s m(e,h,b): 8

La contrainte sur e n’étant plus stricte, I’ensemble ouvert auquel doivent appartenir les solu-
tions éventuelles du probléme (P2) est R x R x R.

Qualification des contraintes

— 1°" cas : seule hy est active
h > 0,¢e > enn > 0et b > 0 donc toutes les composantes du gradient de h; sont
strictements négatives. Donc le gradient de hy est non nul sur R x R%} x R.

— 2°M€ cag : seule hy est active
Le gradient de ho est non nul sur R x R} x R.

— 3%™€ cas : seule hs est active
Le gradient de h3 est non nul sur R x R} x R.

— 4°™€ cas : seules hy et hy sont actives
Les gradients de h; et hs sont linéairements dépendants si et seulement si les deux
premiéres composantes du gradient de h; sont nulles, ce qui n’est pas le cas si A > 0,
e 2 emin > 0 et b > 0. Donc les gradients de hy et ho sont linéairements indépendants
sur R x R x R.

— 5®me cag - seules hy et hs sont actives
Les gradients de h; et hs sont linéairements dépendants si et seulement si les deux
derniéres composantes du gradient de h; sont nulles, ce qui n’est pas le cas si h > 0,
e 2 emin > 0 et b > 0. Donc les gradients de hy et hs sont linéairements indépendants
sur R x R x R.

— 6°™€ cag : seules hy et hs sont actives
Les gradients de hy et h3 sont linéairements indépendants sur R x R* x R.

— 7% cas : hy, ho et hs sont toutes les trois actives
Les gradients de h1, ho et h3 sont linéairements dépendants si et seulement si la deuxiéme
composante du gradient de hy est nulle, ce qui n’est pasle cassi h > 0, € 2 epmin > 0 et
b > 0. Donc les gradients de iy, ho et hg sont linéairements indépendants sur R x R x R.

Conclusion : | Les contraintes sont qualifiées sur R x R} x R.

Conditions d’optimalité du 1°¥ ordre

Soit (e, h, 3) solution du probléme d’optimisation (P2) sur R x R* x R. Les contraintes sont
qualifiées sur R x R* x R, donc il existe u € Ri tel que :



oL . - - of . s - Ohy .+ - Ohy .+ - Ohg
h,b, ) = h,b h,b h,b
* e hp) C ) = G gy & g T (6 bt a S S (6 b )i 50
( 2072 (7,
mEh* (A -
hoh— = (24 p) —us=0 @
+ u1L22<6+>u3 0 (1)
) .
D : 5 B s (h 2
onc é— /ﬂ?eh (Z + b) =0 (2)
R m2E h?
2€_M1F€2 —p2=0 3)
N m2E W% [ h
i Mlhl(‘??hab) =M <Pmam 12 67 <6 b)) =0 (4)
i M2h2(é7f}al}) = _/‘L2B = 5)
o ushz(é,h,b) = ps (emz‘n —€)=0 (6)
D’aprés (4) : up =0 ou hy(é,h,b) =0
Si py = 0 alors (2) implique é = 0, ce qui est impossible car é > e, > 0.
e 2E ., (h
Donc p1 # 0 et hi(é,h,b) =0 : Ppar = EY7) eh? <E+b>
D’aprés (5) : g = 0 ou hy(é, h,b) =0
Si po = 0 alors :
m2E -,
— 5 > .
B)=2=wm 572 h [é = emin > 0] (2)
2B (b
or:(2) =1= mg?h (5 + 2b> [€ > emin > 0] (17)

2
E .
(1) —2(it) = 0= ulL—th:hatb—O car 1 #0et h>0

Si pig # 0 alors hy(é, h,b) = —b = 0.
Donc, dans tous les cas, b=0.
D’aprés (6) : ug = 0 ou ha(é, h,b) =0
Si pug =0 alors :

ER -
(1):>1:m7;FE b=0et h> 0] (i)
2EiL2 .
or:(2):>1:u17;?7 [b=0et é = enim > 0] (iv)
T2E h?

ce qui est impossible car h > 0 et w1 # 0.
Donc pz # 0 et hg(é,h,b) = emin —€ =0 : € = enin.

j A 1
5, b b wE h* (b s . ) . [12Ppan L2\ 3
Or 7 (8 7,b) = Prnaw = -0 | G+ :Oavec‘?:@mmetb:Odonch:(%)

Conditions d’optimalité du 2™ ordre (données dans ’énoncé du probléme)

Soit (é, h,b) la seule solution éventuelle du probléeme (P2) précédemment trouvée. Soit u les
paramétres de Lagrange correspondants. Les contraintes sont qualifiées en é, h, b) car ce point
appartient a R x R} x R.

D’apres les calculs précédents :

10



oL
~ (e, h b)(
~ V1<i<3, phi(é, h,b) =
Il ne reste plus qu’a vérifier que :

é,h,b) =0

9L -
UTW(é7 h,b, n)v > 0 pour tout v € R tel que
T ahz 2 7 7 . ~ ~ ~
v m(e, h,b) = 0 pour tout i € A(&, h,b) tel que p; > 0
on; . - o
) (e 1) (é,h,b) < 0 pour tout i € A(é, h,b) tel que u 0

Le hessien de L en ¢, h, b, ) vaut :

[ T2E h? T2E h?
1- 4 b) 2
2 0 M5 5 ( + > M55
o°L . 72E h? . w2Eé /- m2F .
s (&b = | 1 - T <h 2b> =
IO ) My <2+ Tz M e
2EiL2 o2E .
L ey g e o

Répertorions les parameétres de Lagrange suivant leur stricte positivé ou leur nullité :

e 41 # 0 donc pg >0 ,

TFE -
e 3)—2(2)=0=—pu2+ 2u176hb =—pgcarb=0
iL . A A 2 iLQA 2 A

Ainsi, soit v € R3 tel que :

ohy - mEh h oo 3

T 5 _ - 51 2 5 —

v m(e,h,b)—— 77 3 (vlh <6+b>+v26 <2—|—2b>+’036h> =0 v
Ohy - - 2 ' °

T 6, h,b) = —v3 <0 — >0

U G,y &b = s oz

vl Ol (é,h,b) = —v; =0 o

d(e, h,b) " '

mEé. mE
_,LLl L2 2h’U2 2’(}2'03#1 L2

©’E .
= —p—éh ( + 2’021)3)

éh  [b=0]

L2

En effet :
o 11 #0et uyg >0donc p; >0

11



. é:emm>0etiL>0
e si vg3 =0 alors vo = 0 car v2 + v3 = 0. Comme v; = 0, on aurait alors v = 0, ce qui est
exclus par hypothése. Donc vg # 0.
Ainsi, (e, h, 13) et u vérifient toutes les conditions d’optimalité du 2°™€ ordre, si bien que (¢, h, 13)
est une solution locale stricte du probléme (P2). Comme ce point est 'unique solution éventuelle
de (P2), on en déduit que (¢, h, b) est 'unique solution stricte du probléme d’optimisation (P2).

1
- : : . L a g 12P0. L%\ ®
Conclusion : | La solution (stricte) du probleme (P2) est (¢,h,0) = | emin, | ———F | 0
Temin

2.4 Condition nécessaire pour qu’il n’y ait pas de flambage local (2 points)

Il n’y a pas de flambage local tant que l'inégalité suivante est vérifiée :
P,
ngw <K <E) avec S =eh+ 2¢eb

Si cette inégalité est stricte, d’aprés le théoréme d’optimisation dans un ensemble ouvert, on
peut résoudre le probléeme (P2) de la méme maniére qu’a la question précédente en vérifiant
que la solution trouvée vérifie cette inégalité :

1
Praz e\ > s (12L02\3 10
——<K|=x) <= Puu3 | —==] <Kenins
Ainsi, en prenant en compte le cas limite correspondant a 1’égalité dans I'inégalité précédente,
il n’y a pas de flambage local tant que :

e\ 2

L1207

Pmax 7T2E

3 10
< K Emin

2.5 Résolution du probléme d’optimisation (P3) (5 points)

La fonction & minimiser s’écrit :
7 R3 — R
" (0, 84,5:) —— eh+2eb=S,+2S
Le probléme d’optimisation (P3) n’a plus que deux contraintes non strictes :
— le flambage global :
R3 —

hl: (a’SaaSt) L

>l =H

m2E h® [(h w?E S, (S,
Pma:v_— - |\ = b = Pmam_—_ e
( L262<6+>> @ L22<6+St>

— le flambage local :
R3 — R

ho :
2" (4,84,5) — Pras —K(eh+zeb)<

e\ 2

h) = Pras — Ka? (S, + 25;)
Le probléme d’optimisation (P3) s’écrit donc :

(P3) min (Sq +25%)
m2E S, (S,
aPmaz<? 7 E‘i’st
Prazx <Ka2(sa+25t)
a>0

Sa>0
Si>0

12



D’aprés le théoréme d’optimisation dans un sous-ensemble ouvert de R?, nous ne prendrons en
compte que les contraintes non strictes h; et hy dans le lagrangien, mais nous ne considérerons
que des solutions potentielles dans 1’ensemble ouvert R*Jrg.

Qualification des contraintes
Calculons les gradients des contraintes :

Pmaaﬂ
w’E (S,
Gradient de hy : V (,S,, S¢) € R3 | _ O (0,84,8:) = | ~ 912 <2§ + St)
9 (v, Sa, St) S
| o
Gradient de hy : V (a,S,,8;) € R3 |, ———2—(a,5,,5;) = —Ka?
9 (v, Sa, St) Coka?

— 1°" cas : seule la contrainte hy est active

Ppaz > 0 donc le gradient de h; est non nul sur Ri?’.

— 2°™€ ¢as : seule la contrainte ho est active

a>0,S5, > 0et S >0 donc toutes les composantes du gradient de ho sont strictements
négatives. Donc le gradient de hy est non nul sur R*+3.
— 3%me cag - les contraintes hy et ho sont toutes les deux actives

Soient A et Ao deux réels tels que :

M Pz — 202K a (Sy 4 28) =0

2p /S
dhy dhy TN (—“+S>+K)\a2:0
M———7(0,80,5) + om7—F—~ (@, 5, 5:) =0= ! ¢ 2
16(0[7 Saast) (a, t) + 26(a7Sa’St) (a t) 735; 3

W)\lsa + 2)\2K0éz =0

M Pras = 200K (S, + 254) (i)
N Pae =20 o Ka (S, +28;) (i)
n2E
W)\%Sa + 20X Ka? =0 (vi)

Comme P4, > 0, S, > 0 et Sy > 0, ’équation (i7) implique A1 Ag > 0.
Comme S, > 0 et o > 0, I’équation (ii7) implique A A2 < 0.

Ainsi, A{A2 =0 donc Ay =0 ou Ay = 0.

D’aprés I’équation (i), Ao = 0 si A\ = 0 et inversement. Donc A\; = A2 = 0, ce qui signifie
que les gradients de h; et hs sont linéairements indépendants sur ]R’jr?’.

Conclusion : | Les contraintes sont qualifiées sur R*Jrg.

Conditions d’optimalité du 1° ordre

Soit <d,§a,§t> solution du probléme (P3). Les contraintes sont qualifiées sur Ri?’ donc il

existe u € R? tel que :

oL s oA _ of

* 5 5ugy (@ SwSen) = G

1 Praz — 22 K é <§a + 2St> =0

1 mE %

Donc : H1—2L2 3
mE . 9

2— ILLlWSa - 2/,L2KO[ =0
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(d, ga, gt) +p1

0hq
a (OL, Sav St)

Ohs

(d,ga,ét)erm (aSaSt) =0

(1)

+ §t> — ,UQKdz =0 (2)

(3)



o 1hy (d, §a,§t) = 1 (dpmax - 772_5% <% + §t>> =0 (4)
o i2ha (07, Sa, gt) = 2 <Pmax — Ka&? <§a + 25})) =0 (5)
D’aprés (4) : up =0 ou hy (d,ﬁa,§t> =0.
Si pp = 0 alors (1) implique pg = 0 car & > 0, S, > 0et S; > 0. Mais (2) implique alors 1 = 0,

ce qui est impossible.

Donc 1 # 0 et by <aSaSt> — 0GPy = i—f% <% + §t> (6).

D’aprés (5) : puo =0 ou hy (d,ﬁa,§t> =0.

Si pg = 0 alors (1) implique p; = 0 car Ppq,; > 0. Mais (2) implique alors 1 = 0, ce qui est
impossible.

Donc ps # 0 et hs <d,§a,§t> =0: Ppos = K&? (§a + 2§t> (7)

D’autre part :

2 F A S N N
(3)—2(2):”41@ ZSt—?“ =0=25,=65  [u1>0]
(6) et (7) impliquent alors :
[ /3712EPu
o =
. 7T2E ~ 9 32K2[2
APmaz = 6755t A P3N
A max
P =8Ka*8, =) 5= 288K7r4E2>
=6 1
“ ! Sﬁ _ 6 Pmam3L4 5
¢ T\ 288K TiE?

Conditions d’optimalité du 2™¢ ordre Appliquons le théoréme vu en cours. De toute facon,
le théoréme donné dans I’énoncé est, pour le probléme (P3), équivalent a celui donné dans
I’énoncé puisque tous les paramétres de Lagrange sont strictement positifs.

Soient (d, ﬁa, ﬁt) la solution possible trouvée précédemment et y les paramétres de Lagrange

associés. Le point (d, Sa, St) est solution du probléme (P3) si :

O*L N
UT72 (07, Sas St) v>0 pour tout v € R? tel que :
8(a7 Sa,St)
UTL@zﬁ 5’)-0 our tout 1 <7< 2
D (a, Sq, Sp) \ D 7wt) =P SIS

Calculons le hessien du lagrangien :

2o K (§a n 2§t) UK AusKa

aZL ( . 7T2E 7T2E
5 (6,80, 8) = - 212K G e e
3 (a, Sa, S)° @t oz Mar
dpa Ko Mlm 0
Les vecteurs v vérifient :
mE 52 N 2 E . 2 2

_ T2 _mk _ 3r2E m2E .
Prasvr =575 | 5 #50 ) v = 5z Savs =0 = P’”‘“U{f 212 Sf? o7 L2A§tvg N
—2Ka (§a + 2§t) v — K&2vy — 2Ka2v3 = 0 —16KaSw — Ka'vy — 2Ka v3 =0
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car nous avons vu plus haut que (3) — 2(2) implique S, = 65.

2
mE 52
De plus, nous avons vu également que (6) et (7) impliquent &P,,q, = 6?5} , ce qui donne,
reporté dans la premiére équation du systéme ci-dessus :
Q 3 APmax A Pmam & A A
PmaIStv1—§a 5 v2—3a 5 v3 =20 { 4501 — vy — 243 =0
—16K6¢S’t’U1 _ Kd2’U2 _ 2Kd2’U3 =0 165{01 + 6[’[12 + 26[1)3 =0 [Kéé 7£ 0]
{ Zl —i:—gv —0 [en ajoutant les deux équations précédentes]
2 3 =

Ainsi :

0?L s o4 ’E ’E
o —= <d,5a,5t> v=— ( ﬂ—v% + 2,LL17T—U2’L)3>

8 (@, Sas S1)° ML 202
wE (1 , 1
S gt T
m2F 9
:Mlﬁvz

>0

En effet , u; > 0 et vy # 0 car, sinon, vg serait nul (puisque vy + 2v3 = 0) et v serait donc nul
(puique v1 = 0), ce qui est exclus par hypothese.
Par conséquent, le point <d, S, §t> est une solution locale stricte du probléme (P3). Puisque

ce point est 'unique solution éventuelle du probléme, on en déduit qu’il est l'unique solution
stricte du probléme (P3).
En conclusion, dans le systéme de coordonnées initial (e, h,b) :

La solution stricte du probléme (P3) est :
1 1 1
@b 81Pan L2\ 10 [ 288Pas’ KL\ [ Pros2KLS \ 10
é = P L — _mar 777
T 32K372E ’ 6 3 "\ 20995276 E3

2.6 Comparaison de la masse du raidisseur en I optimal et du raidisseur
ame mince optimal pour le probléme (P3) (2 points)

Le raidisseur ame mince correspond au cas oit b = 0. Le probléme (P4) qu’on souhaite
résoudre est donc le probléme (P3) augmenté de la contrainte b = 0, soit S; =0 :

(P4) min (Sa +25¢)
2 2\6
Prazx <Ka2(sa+25t)
St=0
o>
Sa>0

aPmaz<

La solution du probléme (P2) est certes une &me mince, mais elle n’est peut-étre pas optimale
pour le probléme (P3) puisque les contraintes imposées aux problémes (P2) et (P3) ne sont
pas les mémes.

Le probléme (P4) est équivalent au probléme (P5) & 2 variables suivant, en gardant & 1’esprit
St =0:

(P5) min Sa
12aPpqae L2<m2 ES2
Praz<Ka?S,
a>0
Sa>0
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Remarque : ce genre de simplification d’un probléeme égalité en probleme inégalité seulement
est en général difficile voire impossible a réaliser.
Les contraintes inégalité h; et hy deviennent :

- R? — R
L (a,S,) +— 12aPpaeL? — T2 ES?
Oy 12Ppnqq L?
3 . 2 7L _ mazx
Gradient de hy : V (o, S,) € R, 7 ) (e, Sq) [ _on?ES, ]
b - R? — R
2 (a7 Sa) > Praz — KQQSQ
8h2 —2K oS,

: ) 2 _ a
Gradient de ho : V (o, S,) € R, (a5 (o, Sq) = [ Ko }
Qualification des contraintes
Montrons que : V (o, Sq) € R? |, G(a,5,)(Q) = {v € R? : UT% (o, 8,) <0, i€ A(a,Sa)} # 0

pour (o, S,) € R* 2
— 1% cas : A(a,S,) = {1}

Y 9, Sa)

en prenant v1 =0 et vo =1, car S, >0
— 2°M€ cas: A(a, S,) = {2}

(o, Sq) = 12P0p L?vy — 272 ES,v5 < 0

Y 9 (@, Sa)

en prenant v7 =vo =1lcara>0et S, >0
— 3éme cas : A (o, S,) = {1,2}

a,S,) = —2KaS,v1 — Ka?vy < 0
(

h
UT% (a,Sq) = 12P0p L?v1 — 272 ES,v9 < 0
T 2 2
— = -2K - K
v (o 5 (a0, Sq) aS,u1 a*vg <0

en prenant v1 =0 et vp=1car S, >0et a #0

Les contraintes sont qualifiées sur ]Ri‘f.

Conclusion :

Conditions d’optimalité du 1" ordre Soit (d, §a> € Riz solution du probléme (P5). Les contraintes

sont qualifiées en (av, S,) donc il existe 1 € R? tel que :
oL . of . Ohy .
55y (& 5t) = gy (0 5%) tmgrg gy (o50)
* (@ 5, (8 8 B (@, S,y \ W 0e) T gy (&2
2 —_— A y =
Donc : 12:“’1PrgaxL ) QHQKQAga 0 (1)
1 -2 ES, — e K& =0 (2)
o il (@, Sa) = <12deaxL2 - W2E§a2> —0
i M2h2 (@7 ga) = M2 <Pmax - Kd2‘§a) =0 (4)
D’aprés (3) : up =0 ou hy (d,§a> =0
Si py = 0 alors (1) implique pg = 0 car & # 0 et S, # 0. Mais alors (2) implique 1 = 0, ce qui

3)
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est impossible.
. 52
Donc 1 # 0 et hy <a Sa> = 0:124PnasL? = 72ES,  (5)
D’aprés (4) : uo =0 ou hy (d,§a> =0
Si pe = 0 alors (1) implique g = 0. Mais alors (2) implique 1 = 0, ce qui est impossible.
Donc pia # 0 et hs (a, §a> = 0: P = K&2S,  (6)

(5) et (6) impliquent :
1
o (T EPna)?
12K2L2
1
G _ <144P,W3L4>g

o KntE?

Conditions d’optimalité du 2°™€ ordre

Soient (02, §a) la solution possible trouvée et précédemment et u les paramétres de lagrange

correspondants. Ce point appartient & ’ensemble R*+2 sur lequel les contraintes sont qualifiées.
Donc <07, Sa) est solution de (P5) si :

0’L .
UT72 (077 Sa) v >0 pour tout v € ]Rz tel que
0 (a, Sa)
Oh; .
UT@(TT%) <d,5a> =0 pour tout 1 <7< 2

Le hessien de L vaut :

d(a, S, —2ueKéa  —2m*n E
Les vecteurs v vérifient :
12Ppae L2v) — 272 ES 00 = 0 — 6 Prnae 201 = 12 ES vy (4)
—2K &S0 — Ké2vy =0 28,01 +ava =0  [Ka#0] (i)
Ainsi :
T 82.[/ N A 5 92 2 2 ~
v (a,Sa> v = —2usKS,vi — 21° 1 Bvy — 4pus K dugvg
0 (a, Sy)

. Prax L?
= —2M2KSGU% — 1241 m;x v1v9 — 4o Kdwyvg [d’aprés (7)]
a
2

o P L o
= 20 K Sqv? + 24 402 4 8up K S,v? [d’apres (i7)]
&

4 P L?
= 6K Sqv? + 241 mc:; v?
>0
car & >0, S, >0etv#0 (v #0 ouwvy #0).

Par conséquent, le point <d, S, ) est une solution locale stricte du probléme (P5). Puisque ce

point est I’unique slution éventuelle du probléme, on en déduit qu’il est 'unique solution stricte
du probléme (P5). Comme le probléme (P5) est équivalent au probléme (P4) avec S; = 0, on

en déduit que l'unique solution stricte du probléme (P4) est le point <07, ga, 0].
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Comme L et la masse volumique du matériau des raidisseurs sont constantes, comparer
les masses optimales des problémes (P3) et (P4) revient a comparer les surfaces d'une coupe
transversale des raidisseurs :

Sps)  85ups) . 3 5
= — [Sa P3) — GSt P3 et St P4) — 0]
Sen - Suen (P3) (P3) (P4)

1
8 Pma$3L4 g
288 K 4 2
1
144P,,0, 2 LY\
KmiE?

144\ 5
288

Qo

A
N

La masse du raidisseur optimal en I est inférieure a4 la masse du raidisseur ame
mince optimal.

En effet, nous avons démontré que la forme optimale du raidisseur, c’est-a-dire celle qui permet
de tenir le mieux possible la charge maximale imposée a 'avion, est un I (b # 0). Cette forme
est bien connue des ingénieurs en structure des matériaux, qui ’ont découvert initialement de
maniére expérimentale. Le cas réel contient d’ailleurs beaucoup plus de variables que le cas
d’étude présenté dans ce probléme.

Si cette forme n’est pas respectée (adme mince par exemple), I'inertie du raidisseur, et donc sa
masse, doivent étre plus importantes pour supporter cette charge maximale.

Remarque : l'optimalité des algorithmes d’optimisation non linéaire sous contraintes n’est que
locale. Les ingénieurs partent donc d’un raidisseur en forme de I dont les dimensions, obtenues
expérimentalement, sont quasiment optimales. C’est ensuite un logiciel d’optimisation non li-
néaire sous contraintes qui calcule les dimensions optimales du raidisseur, avec comme point
initial le raidisseur en I obtenu expérimentalement. Comme ['optimalité n’est pas globale, le
logiciel risque, avec un point initial quelconque, de calculer un raidisseur dont les dimensions
ne sont absolument pas optimales : les contraintes de flambage seront certes vérifiées, mais la
masse du raidisseur ne sera pas optimisée.
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