Corrigé de 'examen d’Optimisation Non Linéaire

ENAC — 15 juin 2004

1 Connaissance du cours : conditions d’optimalité sous contraintes
égalité (10 points)

Ce théoréme a été démontré en cours dans deux versions plus générales: les conditions
nécessaire et suffisante d’optimalité du 1°* ordre ainsi que les conditions nécessaire et suffisante
d’optimalité du 2°™€ ordre.

Les définitions ont été également vues en cours.

2 Probléme: optimisation du prix des billets d’'une compagnie
aérienne dans un marché concurrentiel (10 points)

2.1 Modélisation de la demande des consommateurs sur une destination
donnée (2,5 points)

2.1.1 Résolution graphique du probléme (P) (0,5 point)

La droite d’équation x1p; + zope = cte descend quand cte diminue. Comme le montrent
les dessins (a) et (b) de la figure ci-dessous, on sort du domaine des contraintes a partir du
point d’intersection entre la droite d’équation x1 + x2 = d et ’axe d’équation x1 = 0 si p1 > po
(respectivement o =0s1p; < pg).

Lorsque p1 = po, la droite d’équation x1p1 + xzope = cte est paralléle a la droite d’équation
x1 + x9 = d si bien que tous les points (z1,z2) du domaine sont solutions du probléme (P).
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Fi1a. 1 - Solution graphique du probléme (P) suivant les valeurs relatives de py et py



Ainsi, les différentes solutions possibles de (P) sont:
T1=det 29=0 si p1 < p2
T1=0et Zo=d si p1 > p2
{( $2)€R2:@1+@2=d,i‘1>0,i‘220} si p1 =po

Remarque : la solution d’un probléme d’optimisation d’une fonction linéaire sous contraintes
linéaires est toujours & un sommet du polygone défini par les contraintes; cette propriété est
la base d’un algorithme d’optimisation linéaire appelé simplez.

2.1.2 Résolution du probléme (P) a ’aide des techniques lagrangiennes (1,5 points)

Soit f(x1,22) = x1p1 + T2p2, hi(z1,22) = —x1, ho(21,22) = —x2 et g(z1,22) = x1 + 22 — d.
Soit @ = {x € R? : hy(x) <0, ha(z) <0, g(z) = 0}.
Les contraintes sont affines donc elles sont qualifiées en tout point du domaine 2.
Soit Z un point de Q solution du probléme (P). Les contraintes sont qualifiées en Z donc la
condition nécessaire d’optimalité du 1°* ordre s’applique:

of

oL (@) 4 2gL(@) + s G (@) + i G2 () =0
FINER, I (u1,pu2) €RE pahi(z) =0
Mzhg(.%’) =0
g(x) =0
pr+A—pr =0 (1)
p2+A—p2=0 (2)
Soit : wizry =0 (3)
U2 =0 (4)
T+ 129 =d (5)

— 1%"cas: 1 >0et ug >0
Alors 1 = 0 et 29 = 0 donc d = x1 + 22 = 0: impossible par hypothése
Donc p; =0 o0u e =0
— 2%me cas:pup =0et oy =0
D’apres (1) et (2): p1 =p2 = —A
I1 reste I’équation x1 + r9 = d qui admet une infinité de solutions sous les conditions
T = 0 et To = 0.

3eme

cas: ,u1>Oet,u2—0

()= @2)=p1—p2=p1—p2 =41 >0
Or @1 > 0 donc d’aprés (3):xz1=0
Puis, d’apreés (5): x2 = d

— 4°™€ cas: symétrique du 3°™¢ cas

D’autre part, f, h1 et hy sont affines donc convexes, et g est affine donc, d’aprés la condition
suffisante d’optimalité du 1°" ordre, les solutions obtenues ci-dessus sont bien solutions du
probléeme (P).

Ainsi, les différentes solutions possibles de (P) sont :

T1=det 29=0 si p1 < p2
T1=0et Zo=d si p1 > po
{(.@1,@2)61&2:@1+@2=d,i‘1>0,i‘220} si p1 =po




2.1.3 Tracé de la fonction z5(p2) en considérant p; comme paramétre de la fonction
(0,5 point)

La fonction z9(p2) n’est pas définie en p; puisque le probléme (P) admet une infinité de
solutions lorsque p; = po. Ailleurs, la fonction est constante (voir page suivante).
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F1G. 2 — Tracé de x2 en fonction de pa en considérant p1 comme parameétre

Lorsque la stratégie des consommateurs consiste a dépenser le moins d’argent possible sans
préférence pour une compagnie particuliére, la demande est évidemment totale pour la compa-
gnie aérienne qui propose les billets les moins chers. Lorsque les deux compagnies pratiquent le
méme prix, le choix est impossible puisque les consommateurs n’ont aucune préférence & prix
égal.

2.2 Calcul des prix optimaux de la nouvelle compagnie aérienne sous contrainte
logistique (4 points)

2.2.1 Amélioration du modéle de demande (0,5 point)

En réalité, les consommateurs ont une préférence pour une compagnie particuliére si bien
qu’ils achétent les billets de leur compagnie préférée, méme si elle est plus chére que les autres
compagnies. Au fur et & mesure que ’écart de prix se creuse, ils sont tout de méme de plus
en plus nombreux & acheter les billets moins chers d'une compagnie qui n’est pas celle qu’ils
préférent.

Le modéle de demande proposé dans cette partie est affine et décroissant en fonction du
prix du billet :

(%)
f demande calculée a la partie |
D; <
demande affine et décroissant:
" en fonction du prix du billet
0 %

Pi 2p

Fi1G. 3 — Modéle de demande affine et décroissante en fonction du priz du billet



La vérification demandée est immédiate : on a bien d;(0) = D; car 0 < p; et d;(2p;) = 0 car
2p; > p;.

2.2.2 Modélisation du probléme d’optimisation de prix sous contrainte logistique

(1 point)
Gain: ) zidi(x;) = > x;D; (1 - —Z> =—=> =22+ D
=1 =1 2p; 23 pi =1
COﬁtif+zcidi($i):f+zcil7z<1——>Z—Z it aDi+f
- - 2p; i=1 2pi 1

. n
Bénéfice = gain - cotit : ——Z—x —i—ZD < Z>x,~—ZciDi—f
=1 Di i= 2p; =1
Contrainte logistique: Z di(x;) < m soit D) o—zi+ >, Di—m<0
‘ i=1 Di i=1
Prix des billets non nuls x; > 0,1 € [1,n]

Demandes des consommateurs non nulles: di(x;) > 0,14 € [1,n] soit z; < 2p; , i € [1,n]
Maximiser une fonction revient & minimiser son opposé donc le probléme d’optimisation
de prix sous contrainte logistique s’écrit :

1
(P min —2TQe—alz+ F
~LpTera<o 2
0<z;<2p; , 1€[1,n]
D D
oo Di(1+ ) 2 .
avec () = ,a = : , b= : y F=f+> ¢Djet
Dy, Dp =1
n
G =—m+ Z D;
i=1

Comme Dj, ¢; et p; sont strictement positifs pour tout ¢ dans [1,n], la matrice @) est diagonale
définie positive et les composantes des vecteurs a et b sont strictement positives.

2.2.3 Résolution du probléme (P’) par la méthode duale (2,5 points)

Cette question est identique au deuxiéme exercice du TD 5 sur la dualité, intitulé program-
mation quadratique. En effet, les contraintes {0 < z; < 2p; , i € [1,n]} définissent un ensemble
ouvert qu'’il n’est pas nécessaire de prendre en compte dans le lagrangien. Néanmoins, il ne
faudra retenir que les solutions qui appartiennent & cet ensemble ouvert.

Remarque : il est possible de tenir compte de ces contraintes dans le lagrangien mais les pa-
ramétres de Kuhn-Tucker associés sont toujours nuls puisque ces contraintes ne sont jamais
actives...

Soient J(z) = %xTQx —aTz 4+ Fet g(x) = —%bTx +G.

La contrainte g est affine donc les contraintes sont qualifiées en tout point x du domaine
contraint.

De plus, g est affine donc convexe, et () est définie positive donc J est convexe. Par conséquant,
le théoréme de la dualité s’applique: Z est solution du probléme (P’) si et seulement s’il existe
i € R, tels que (Z,/1) est solution du probléme dual :

(Dual) sup inf L(x,u)
pu=0 z€R™



1

1
avec L(z,u) = J(x) 4+ pg(z) = gacTQx —aTr+F+p <—§bTx + G>

— 1°¢ ¢tape: pour p > 0 fixé, minimisation sans contrainte de L(xz,u) par rapport a

L
%(@,,u) =0, soit:

#7Q—a’ — ng =0 (Q est symétrique)

Si & minimise L(-,u) alors

donc t=Q! <a + gb)

D’autre part, L(-,u) est convexe donc le & obtenu est bien minimum de L(-,u).
— 28me gtape: mimisation par rapport & u de mieann L(z,u) sous la contrainte p > 0
R — R
por— inf Llz.p) = L(E(),p)

Comme #(p) = Q1 <a + %b) :

Soit ¢

i) =+ <aT + %bT> Q'QQ™! (a + Hb) —a’ Q! (a + gb> +F4p (—%bTQl (a + gb) + G)

2

L’expression ci-dessus se simplifie en remarquant que Q! est diagonale donc symétrique
et que b'Q 'a est un réel donc b Q" la = (bTQ_la)T =al (Q‘l)T b=a"Q 'b:

T y—1 T -1 T A1
w(u):—b% bu2+<0—#>u+F—&2a

Calculons le point ou s’annule la dérivée de ¢ :

W () =0 = pb" Qb =22G - b"Q 'a)

v 0
Dy

Or: Q7' = >0et b+#0doncb’Q 'b> 0.
0o B

2
Donc 7/ s’annule en m(?G — bTQfla), qui est le point ol 7 atteint son maximum
sur R puisque ¢ est un polynéme concave du second degré. Cependant, nous cherchons
le maximum de 1 sur R et non sur R.
— 1°T cas: 2G > bTQ la
Alors le point qui annule la dérivée de 1 est positif donc la solution du probléme

W(QG — bTQfla) et &(f) = Q! (a n W(;)_

bI'Q-1b
— 2°M€ cas: 2G < BT Q7 la
Alors le point qui annule la dérivée de 1) est strictement négatif. Donc ¢, qui est
un polyndéme concave du second degré, est décroissante & droite de ce point. En
particulier, ¢ est décroissante sur R, donc elle atteint son maximum sur R en
f=0et (i) =Q la.
Les deux cas précédents sont représentés sur la figure de la page suivante.

dual est i =

Ainsi, les solutions possibles du probléme (P’), sans tenir compte des contraintes ouvertes
{reR, : 0<x <2p;,ié€[ln]}, sont:

2} — TN—1
Q! <a+ %b) si 2G =>bT'Q la

Q 'a si 2G <b'Q7a

>
I



(a) 2G > bTQ ta (b) 2G < bT'Q7a

FIG. 4 — Solution de supv(p) suivant le signe de 2G — bTQ'a
=0

soit, en remplagant (), a, b et G par les données du probléme, et en prenant en compte les
contraintes ouvertes {x € R" : 0 < x; < 2p; , i € [1,n]}, la composante #; de la solution est:

( n cC
Z Dj < — —]> 2 2m
i=1 2p; n ¢;
et —2m+ZDj< ——)
. n o L ci i=1 2p;
- Si —2m+ZDj<1——J> PLi=pit gt " D,
. = 2p; =
c j=1 Pj >
52 + " D <pi j=1 Pj
2
j=1 Pj
( n cC
S Dj(1—-=L) <2m
- si{ it 2Pj L= pit o
et T )
\ Ci < 2]91‘
— Sinon : pas de solution

2.3 Calcul des prix optimaux de la nouvelle compagnie aérienne sous contraintes
logistique et budgétaires (3,5 points)

On reprend les notations du probléme (P’) précédemment résolu.
Soit (e1,...,en) la base canonique de R" et le vecteur 3 = (b1, ... ,by)".

Soient les fonctions h;(z) = e (x — 3) pour tout i dans [1,n]. Les contraintes budgétaires
{z; <b; ,i€[ln]} sécrivent {x € R™ : h;(z) < 0,1 € [1,n]}.

— Les fonctions h et (h;)1<i<n sont affines donc les contraintes sont qualifiées en tout point
du domaine contraint.

— Soit & solution du probléme (P’) avec les contraintes bugétaires. Les contraintes sont
qualifiées en & donc la condition nécessaire du 1°¥ ordre s’applique:



oJ .. O, . & Oh,.
S (8) AL () + 3 i (#) = 0
n ax (9m i=1 (9
IXNeERL, I (1, pn) €RY Mh(#) =

xTQ—aT—%bT—i-ZuieiT:O
i=1
1

,uz(ml — bz) =0,1¢€ D,TL]

A
Ainsi, en notant p = (pq,...,un)’ : & =Q* <a + §b — ,u)

soit

- 1% cas: A =0
Alors # = Q Y(a — p)

En renumérotant les vecteurs de la base canonique, il existe k£ € N tel que p; = 0
pour tout ¢ dans [1,k] et p; > 0 pour tout 7 dans [k + 1,n|. Les ensembles [1,k] et

[k + 1,n] sont éventuellement vides si, respectivement, k = 0 ou k > n.

Comme p;(z; — b;) = 0 pour tout 7 dans [1,n]: z; = b; pour tout ¢ dans [k + 1,n].

Ainsi, en remplacant @ et a par les données du probléme:

C; .
@:{“+5 51 i

< k
b; si k<i<n

<
<

D‘ .
Or = a — Q& donc p; = — <p,~ + % — bi) pour tout ¢ dans [k + 1,n].
i

(2
Cette solution est possible si h(Z) < 0, h;(Z) < 0 pour tout ¢ dans [1,k], u; > 0 pour

tout ¢ dans [k + 1,n] et 0 < &; < 2p; pour tout ¢ dans [1,n].

C; .
pi+§<biet0¢<2pi S1

&
p@'+5@>bietbi<2pi si

° hi(@)§0,0<§3i<2pietui>0:>

Oh(:i‘)<0:>——ZDi<1+i>—— +ZDZ<m
23 i 2,551 pi i=1
n

k (& b;
- D, |1—— 2 D;[1——]) <2
> ( 2pz> +2 X ( 5 ) m

i=1 i=k+1 Pi
— 28me cag: A >0

On procéde comme dans le 1°* cas: il existe k£ € N tel que p; = 0 pour tout ¢ dans

[1,k] et u; > 0 pour tout ¢ dans [k + 1,n]. Ainsi:

2 2

D
§o— pi+ﬁ+— si 1<i<k
=
b; si k<i<n

Or A > 0 donc h(z) = 0, soit :

k n
1 D, G A 1 D;b;
—_— JES— . _— _ _— D' p—
Qig_lpi<pz+2+2> 2‘5 pi—i-é i =m

e Si k =0 (toutes les contraintes budgétaires son actives) alors & = (by,. ..

est solution du probléme (P’) si > D; <1 - 2—Z> =m
i=1 Pi

bn) "



k ci n bz
—2m+ S D (1-==)+2 % Di(1--~
- . - .

1=

e Sinon: A =2

k_D;
i=1 Pi
k Cj L bj
—om+ Y D;j(1--L)+2 > D;j(1--L
Alnsi e LK h = i G j=1 2p; j=k+1 2p;
insi, pour i € [1,k]: &; —pz+§+ D,

j=1 Pj

A
De plus, = a + Eb — Q% donc pour i € [k+ 1,n]:

Com + D-<1——>+2 D-< _—>
D; c; =’ 2p; i 2p;
pi=—|prit o5 —bi+
| LD

j=1Pj

Cette solution est possible si A > 0, h;(Z) < 0 pour tout 7 dans [1,k], u; > 0 pour
tout ¢ dans [k + 1,n] et 0 < &; < 2p; pour tout ¢ dans [1,n].

o \>0— ZDi<1—&>+2 D Di<1——z>>2m
=1 2 =kt 1 2p;
e hi(Z) <0et0< i <2p;,ic[lk

1

k Ci n b
—2m+ Y D; (1——]> +2 Y D, (1——]>
LG =1 2p; j=kt1 2p; b
pi + 5 + % Dj S%)
j=1Dj
- et
k C n b
—2m—|—ZD]< ——]>+2 3 D]< ——J>
i =1 2p; =kl 2p;
— + < p;
2 k D;
j=1Pj
o 1u; >0et 0< T <2p;,i€lk+1,n]
k Ci n b
£, (102 ) §2 0 (1o )
Ci j=1 2p; j=k+1 2p;j
i + 5 + A > bz‘
— D;
j=1 Pj
et
bl' < 2pl'

D’autre part, f est convexe, h et les fonctions (h;)1<i<n sont affines donc convexes. Ainsi,
d’aprés la condition suffisante d’optimalité du 1°* ordre, les solutions obtenues ci-dessus sont
bien solutions du probléme (P').

La page suivante présente un bilan des solutions possibles de (P').



” b; ) .
- Si Y D, <1— 2—) =m et b; < 2p;, i€ [1,n] alors & = (by,...,by)7"

1=1 %

— S'il existe k dans [1,n] tel que, aprés renumérotation éventuelle de la base canonique:

pi+%gbietci<2pi7i€[lvk}

et
pi+%>bietbi<2pi7i€[k+1’n]
et

izilei<1——>+2 Z D; (1—£><2m

2]7@ i=k+1

alors T; 2

. ]9Z~+ﬁ si 1<1<k
b; si k<i<n

— S'il existe k dans [1,n] tel que, aprés renumérotation éventuelle de la base canonique:

( k b
—2m+ZDj<1—2—>+2 Z D; <1—2—]>
i j= p Pj
pz‘"‘&"i‘ =1 J =kl d < bi i€ [1,K]
2 i D;
j=1 Pj
et
k ¢ n b]
2+ j=1 Dj j=k+1 Dj < € (L]
5 t D, pi, i
j=1Pj
k b
—2m+ZDj<1——>+2 Z D; <1——]>
G j=1 2p; j=k+1 2p; .
pi+ o+ >b; i€ k+1,n]
2 i D;
j=1 Pj
et
by <2p;,i€[k+1n]
et
D (1 Ci>+2 S D (1 bi >>2
| 1—— - — m
= 2pi i=k+1 2p;

k b
—2m+ZDj<1—C—>+2 3 D, (1——]>
+ o+ = AL il G 1<i<n
alors 3 = piT 35 kD, SUx

j=1 Pj
b; si k<i<n
— Sinon, pas de solution




