Corrigé de 'examen de rappel d’Optimisation Non Linéaire

ENAC - 1* Septembre 2004

Remarque préliminaire : 'examen était long et le deuxiéme exercice était relativement diffi-
cile, du moins en utilisant les techniques lagrangiennes (de simples considérations géométriques
permettent en effet de résoudre trés facilement les problémes posés mais ce n’était pas le but
de cet examen). Aussi, le baréme a été modifié afin que le total soit de 30 points. Les 10 points
supplémentaires ont été essentiellement répartis sur les questions que les éléves ont traité en
majorité.

1 Exercice 1 : qualification des contraintes et dualité (18 points)

Cet exercice, mise & part la question 3, est la réplique de I’exercice 1 du TD2 avec des

contraintes différentes.
) R2 — R R2 — R
Soient h; :

(ey) — ya-Dtz 2 @y oyt o
1.1 Question 1 (2 points)

— La frontiére hy(z,y) = 0 est, d’aprés le calcul suivant, une translation de vecteur (1,0)
suivie d'une symétrie par rapport & ’axe des abscisse puis d’une translation de vecteur
(0, —1) de I'hyperbole d’équation y = f(x) :

hl(w,y)=0<=>y:% (x#1)

1—
r—1+1
—Sy=——
1—z
<:)y:—1+1_x

S y=—-1—f(z-1)

— De méme, la frontiére ha(x,y) = 0 est une translation de vecteur (—1,—1) de ’hyperbole
d’équation y = f(x) :

T
h =0+ y=- -1
2(2,9) y=—1— @£

_ r+1-—-1

v= 1+

<~ y=—-1+ !

y= 1+x

—y=—-1+f(z+1)

Pour identifier les points de €2, on peut remarquer que le point (0,1) vérifie & la fois
h1(0,1) = =1 < 0 et hy(0,1) = =1 < 0 donc (0,1) € Q.

Les transformations géométriques qui permettent d’obtenir le domaine {2 sont représentées
sur la figure suivante.
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Fi1G. 1 — Transformations géométriques permettant d’obtenir le domaine ().

1.2 Question 2 (7 points)
1.2.1 Détermination graphique du c6ne admissible en (0,0) (1 point)

Le cone admissible en (0,0) est le cone engendré par les vecteurs directeurs (ou leurs
opposés si on quitte le domaine lorsque x augmente) aux tangentes aux fonctions représentant
la frontiére en z = 0 (cf. figure 2) :

1
5 = v1(0) =1

VAl ()= 1= fle 1) = i) = 1) = o

e Va1 : () =1+ flr+1) = yhla) = fla+1) = - — 4(0) =1

1
(x4 1)?
Conclusion : ‘ Le cone admissible en (0,0) est le cone engendré par les vecteurs (1,1) et (—1,1) . ‘

1.2.2 Détermination du cone admissible en (0,0) par application de la définition
de ’ensemble des directions admissibles (4 points)

Nous devons montrer que :

— pour tout vecteur v dans le cone admissible en (0,0) de la figure précédente, il existe une
fonction ¢ € C (R, R?) telle que :
e ©(0) = (0,0)
e (0)=w
e ©(t) € Q pour tout t > 0 petit

— pour tout vecteur v & I'extérieur du céne, il n’existe pas de fonction ¢ € C'(R,,R?)
vérifiant les 3 points précédents.



F1G. 2 — Représentation graphique de C(g o) (£2)

Nous allons procéder en plusieurs étapes : d’abord les frontiéres du domaine (cas 1 et 2),
ensuite U'intérieur strict du domaine (case 3 et 4) et enfin l'extérieur strict du domaine (cas 5
et 6). Il est important pour la compréhension de comparer les différents cas au domaine (2 et

au cone admissible C(g,0)(§2) représentés sur la figure précédente.

1. Montrons d’abord que (1,1) est une direction admissible.

La fonction y; définie & la question précédente permet d’obtenir la fonction paramétrée
© en prenant comme paramétre ¢ = x. Comme ¢ doit étre dérivable sur R et que y; n’est
ni définie ni prolongeable par continuité en 1, on ne peut pas prendre ¢ = y; sur R\ {1}.

Par exemple, on peut poser :

DN | —

t

t si0<t
ViteRy : ot) = 1—t

t

4 — 1 :| simon

1\~ AN
w\z) ~1 s
De la sorte : + donc p € CH(R,R?).

(1 7_ (1
¢y<5> "4“¢y<§>
Deplus
- »(0) = (0,0)
1
_Vt€|: %] = 1 donc @/(0):(1,1)
(1—-1)?
1
vielod].
oy()(@(t) = 1) + @a(t) = T— (= 1) +1 = ¢t — 113:5(1—75) 0
~oy(O)(L +@a(t)) = alt) =~ (1+1) —t = t(1+ti4_—i(1—t): 12;@

1
donc ¢(t) € Q pour tout ¢ dans [O, 5]

Conclusion : (1,1) est une direction admissible en (0,0).
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2. Montrons que (—1,1) est une direction admissible.
Comme précédemment, la fonction ys permet d’obtenir la fonction paramétrée ¢ en
prenant comme paramétre t = —z car, en partant du point (0, 0), le point (x, y2(z)) reste
dans le domaine ) dans le sens des = décroissants. Afin que ¢ soit de classe C*(R,,R?),

on peut poser :
—t
t si0<t <

VteRy : ¢t) = ll—t
[4t—1} sinon

On Vériﬁe bien que ¢ est de classe C' (R, R?) puis que :

DN | =

~ ¢(0) = (0,0)
-1
- 9 = 1 onc ' (0) = (—
We[ 2] T donc ¢'(0) = (—1,1)
1
vielol]
@y(t)((pm(t) - 1) ““Pm(ﬂ = %(_t_ 1) —t = _t(t+ 1)__;(1 _t) _ _12_tt <0
—y () (1 4+ @z(t)) — u(t) = — 1—t(1_t)+t_ t(l_?jtt(l_t)zo

1
donc ¢(t) € Q pour tout ¢ dans [O, 5]

Conclusion : (—1,1) est une direction admissible en (0,0).

3. Soit un réel a > 1 : montrons que (1,a) est une direction admissible en (0, 0).
Graphiquement, il est clair que la droite de vecteur directeur (1, a) est un arc de courbe

admissible. Posons : Vt € Ry, p(t) = [ cft ] Alors :
- pcE Cl(R+’R2)

— ¢(0) = (0,0)
-~ VteRy : ¢(t) =(1,a) donc ¢'(0) = (1,a)
- VtER_,_:

1
o wy(t)(pz(t) = 1)+ a(t) SO<=at(t—1)+t=t(at+1—-a) <0<t < 1—5
o —@y(t)( 1+ ¢gp(t) —e(t) = —at(l+t) —t = —t(at +a+1) <0
1
donc ¢(t) € Q pour tout ¢ dans }O, —
a

Conclusion : (1,a) est une direction admissible en (0,0) pour tout a > 1.

4. Soit un réel a > 1 : montrons que (—1,a) est une direction admissible en (0,0).
Identique au cas précédent.

5. Soit un réel a < 1 : montrons par contraposée que (1,a) n’est pas une direction admis-
sible en (0, 0).

Soit une fonction ¢ € C' (R, ,R?) telle que :

- ¢'(0)=(1,a)
D’aprés le théoréme de Taylor a ’ordre 1, il existe un voisinage ¢ > 0 tel que :
t
Vi el0,C], @(t) = ¢(0) +t¢'(0) + o(t) avec lim # — 0.
t—0



soit : VeV, pt)=0+t clz } + o(t)
Montrons que hi(pz(t), ¢y(t)) > 0 pour tout ¢ > 0 petit :

oy (t) (0 (t) = 1) + @a(t) = (at + 0y (£))(t + 04(t) — 1) +t + 04(t)
= at’ + (1 — a)t + t(a0y(t) + 0y (t)) + 04(t) — 0y (t) + 02(t)0y (1)
= at® + (1 — a)t + o(t)

it) =0:
t—0t
Ve>0,3n.>0: 0<t<n=loi(t)| <et
donc:3n>0:0<tn = —(1—a)t<o(t)<(l—a)t (1—a>0)
d'ott : V¢ € [0,min(¢,n)] , py()(pe(t) = 1) + ¢ (t) = at? + (1 — a)t + 0(t) > at® > 0
Ainsi ¢(t) & Q pour tout ¢ > 0 petit, si bien que (1,a) n’est pas une direction admissible
n (0,0).
6. Soit un réel a < 1 : montrons que (—1,a) n’est pas une direction admissible en (0, 0).
Identique au cas précédent en considérant la contrainte ho.

Comme lim

Conclusion : | C(g,0)(£2) est le cone engendré par les vecteurs (1,1) et (—1,1) .

1.2.3 Détermination du cone admissible en (0,0) en utilisant le fait que les contraintes
sont qualifiées en (0,0) (2 points)

Pour démontrer que les contraintes sont qualifiées en (0,0), plusieurs méthodes sont pos-
sibles sauf celles qui se basent sur des contraintes convexes puisque h; et ho ne sont pas
convexes.

Calculons d’abord les jacobiennes de hy et hy en (0,0) :

~ VY (x,y) €R? : Oy (x,y) = [ y+1 ] donc 82L"h1y) (0,0) =(1,-1)

O(z,y) -1
6h2 |: (y—|— ) ] 8h2
~ VY (x,y) €R? : x donc 0,0) = (—1,—1
VR e Y= | (e | 9% By @0 = B
Ainsi, les gradients des contraintes en (0,0) sont indépendants donc les contraintes sont régu-

liéres, et donc qualifiées, en (0,0).

h; .
On peut dire également que G )(2)~ = {v €ER? : v. 9.0) (0,0) <0, i€ A(0,0)} #0:
A(0,0) = {1,2} car hy et hy sont saturées en (0,0) donc :

G(()’O)(Q)f = {(Ul,vz) S R? : v — v < 0et v +vy > 0}

En particulier, le vecteur (0, 1) est un élément de G )(€2)~ donc G(g)(Q2)~ # 0 .
Puisque les contraintes sont qualifiées :

C0,0(2) = G(0,0)(2)
—{veR? v ——“ (0,0 go,z‘er,o}
{ 3(x,y)( ) (0.0

:{(Ul,vg)ERQ:’Ul—’Ug 0 et v1 +v9 >0}

qui correspond bien au cone représenté sur la figure 2.

Conclusion : | (g 0)(€2) est le cone engendré par les vecteurs (1,1) et (—1,1) .




1.3 Question 3 (9 points)
1.3.1 Qualification des contraintes en (0,0) (1 point)

ye—1)+z<0ety(l+z)+x=0
(g —1) +2)(y(+2) +2) <0 { o
yx—1)+z>20ety(l+z)+2<0
hi(z,y) <0et ha(z,y) <0
<~ ou
—hi(z,y) <0et — ho(z,y) <O

Le domaine ¥ est donc la réunion de Q = {(z,y) € R? : hy(z,y) <0 et ho(z,y) <0} et de
Q= {(z,y) €R? : —hi(z,y) <0 et — hy(z,y) <0} qui ont les mémes frontieres hy(z,y) = 0
et ho(x,y) = 0. Pour identifier les points de §~2, on peut remarquer que le point (0, —1) vérifie
a la fois —h1(0,—1) = =1 < 0 et —he(0,—1) = —1 < 0 donc (0,—1) € Q.

Le domaine ¥ et son céne admissible en (0,0) sont représentés sur la figure suivante.

FiG. 3 - Représentation graphique du domaine ¥ = Q U Q et du cone admissible
C10,0)(2) = C(0,0)(£2) U C0,0)(€2)

Le cone admissible en (0,0) n’est pas un céne géométrique, ce qui traduit le fait que les
contraintes ne sont pas qualifiées en (0,0). En effet, ¥ est la réunion de deux ensembles de
contraintes qui se « concurrencent » 1'un et I’autre. Pour le prouver, il suffit de démontrer que

G0,0)(2) # C(0,0)(2)-
¥ s’écrit {(z,y) € R? : —hy(z,y)h2(z,y) < 0} donc :

d(—h1h2)

_ 2 .
G(O,O)(E) = {U S R~ : a(x,y)

(0,0).v<0}

ahg 8h1 ahZ

_ {v eR? : (—%(0,0)@(0,0) - hl(o,o)%(o,m) Vg + (—a—y(0,0)hg(0,0) - hl(o’o)a—y(0’0)> vy < 0}

={veR? : (=1x0-0x (=1))v; + (1 x0—0x (=1))v, <0}
:{UER2 : 0-v<0}
— R2
Or Co,0)(2) # R? donc C(o,0)(2) # Go,0)(%)-
Conclusion : ‘La contrainte n’est pas qualifiée en (0,0) . ‘




1.3.2 Résolution par dualité du probléme d’optimisation (Ps) (8 points)

Les contraintes ne sont pas qualifiées sur tout le domaine ¥ donc le théoréme de la dualité
ne s’applique pas sur Y. En revanche, il est aisé de démontrer que les contraintes sont qualifiées
sur ¥\ (0,0).

Soit un point (Z,7) € X\ (0,0) ou la contrainte h(z,y) = —hi(x,y)ha(z
c’est-a-dire hq(&,9) = 0 ou ho(Z,y) = 0 : supposons par exemple que hi(Z,7)
montrer que le gradient de h ne s’annule qu’en (0,0) :

x,y) est active,
= 0. Il suffit de

oh (i‘ Q) _ [ —%(i,g))f@(:ﬁ,@) - hl(i‘a?})%(i‘ag)
az,y) " _a_;@,g)hz(@,g) - m(@,y)a—;(@,y)

2 ha(2,9) =0 (et hl(i'h@)
3y = ho(2,9)* (g +1)*+ (& - 1)) =0=1 ou

’ g=—-letz=1
Le deuxiéme cas peut étre directement éliminé car il correspond & un point ou la contrainte
n’est pas active : hy(1,—1) =1 # 0 et ho(1l,—1) =1 # 0 donc h(1,—1) # 0.
Quant au premier cas, il n’est vérifié qu’en (0,0) :

donc

(#,9)

h(2,9) = ethg(xy—Oz{ggf;giizg g;
—25=0  ((1)=(2)
:>{g)(1+A)+§c:O
= ¢y=0etz=0
s oh .
ainsi : (2,9) € ¥\ (0,0) = m(m,y) #0

Conclusion : les contraintes sont réguliéres, et donc qualifiées, sur X\ (0,0).

Le théoréme de la dualité s’applique donc sur X \ (0,0) si bien qu’on peut résoudre le
probléme d’optimisation (Py) sur cet ensemble. On devra ensuite comparer le point solution
trouve (s’il y en a un) au point (0,0) laissé de coté.

Soit (z,y) € ¥\ (0,0). Les contraintes sont qualifiées en (#,7) donc (&, ) est solution de
(Px) si et seulement si (#,7) est solution de :

Dual su inf L(x,y,
(Dual) o e B0 9

1. Résolution de inf L(x,y,
(z,)€X\(0,0) (=9 1)

L(mayvu) = 332 + (y + 1)2 - Mhl(CIT,y)hQ(CE,y)
D’aprés les conditions d’optimalité du premier ordre sans contraintes, (Z, ) est solution

=0)



de inf L(zx,y, 1) implique £,9) =0
(mvy)é%\(w) (%3, ) mpliqn Oz, y) &3]
oh . . . . Ohy
oL 20 — pu ( - (E9)ha(#.) + I (#,9)5 > (2,9) ) =0
d(x y)(x,y)=0=> " Ohy o o . Ohy .
’ 209+ 1) = 1 (G @ ha(e ) + Ia(a ) 2 2.3)) =0

2% — p(—(9 4+ 1)(229 +22)) =0
209+ 1) — pu(—29(22 — 1) —23%) =0
P+ p(G+1)%) =0
- N PN o
{ g+ 1+p(ga® —1)+2%) =
=0 (I+p@+1)?=1>0)
y+1—-—pyg=0

. 1 . L 1+ p(g+1)>2
Le point (O, —1> est solution si (,9) = 2 [ Fulg+1) 0 >0,
M_

cest-a-dire si 0 < u < 1 (car pu # 1).

£ () 0,1] — R
2. Résolution de inf 1(u) avec 1 : inf I
#20 A
Yuelo 1], = inf L(z,y,p) = L(z(w), g(u),
[0, 1], ¥(n) e 00 LY p) = L(&(p), §(1), 1)
() (o)
= _— M _—
p—1 (n—1)
_
(n—1)?
M
w—1
Calculons les variations de v afin de trouver son maximum :
Ve 0,1], ¥ () LI
) H)=—7"%
(n—1)?
1 est donc décroissante sur [0,1[ donc elle atteint son maximum en p = 0. Ainsi,

(2(0),9(0)) = (0,—1), ce qui était évident graphiquement puisque la fonction & mini-
miser est constante sur des cercles de centre (0, —1), situé dans le domaine X, et qu’elle
augmente au fur et & mesure qu’on s’éloigne de ce centre.

Il reste & comparer la valeur du critére en (0,0) & la solution calculée sur X\ (0,0).

Le critére en (0,0) vaut 1 alors qu'il vaut 0 en (0,—1) donc le point (0,0) n’est pas
solution du probléme d’optimisation (Fs).

Conclusion : ‘La solution du probléme d’optimisation (Px) est le point (0, —1) . ‘




2 Exercice 2 : optimisation géométriques (12 points)

2.1 Calcul de Paire d’un triangle en fonction de ces coordonnées (2 points)

L’aire du triangle M;MsMs3 est égale & la moitié de l’aire du parallélogramme formé &
partir des points M7, My et Ms. Ainsi :

lj|—— —
A(M1M2M3) = 5 M1M2 /\M1M3”
1 [ 29 — 14 T3 — T
=5 Ya—y1 | AN | Ys— U1
0 0
i 0
1
L (w2 —w1)(y3 —y1) — (y2 — y1)(x3 — 71)
1
=3 [(r2 — 21)(y3 — y1) — (Y2 — y1)(23 — 21)
1

=3 |Toys — T2y1 — T1Y3 — YaT3 + Yax1 + Y123
L’expression précédente est bien symétrique en (x1,y1), (z2,y2) et (z3,y3), c’est-a-dire que
toute permutation de ces 3 vecteurs raméne a la méme aire.

2.2 Détermination de ’ensemble des triangles d’aire maximale inclus dans
un disque de rayon r (6 points)

Le probléme d’optimisation s’écrit :

1
,max o |T2ys — Toy1 — x1y3 — Yax3 + Yor1 + y123|
Tty <r 2

o343
x%-‘,—yg <r?

Or le critére & maximiser n’est pas différentiable sur R® puisque la fonction "valeur absolue"
n’est pas dérivable en 0. Cependant, il n’est pas restrictif de supposer que le triangle M; My M35
est direct, c’est-a-dire défini dans le sens trigonométrique direct, ce qui signifie que la troisiéme
composante de My My A My Mj3 est positive. De plus, il est évident que la solution du probléme
correspond & une aire non nulle puisque, par exemple, les triangles rectangles inscrits dans un
cercle de rayon r (dont un coté est le diameétre du cercle) ne sont pas plats donc ils ont une
aire non nulle.

Le probléme d’optimisation précédent se raméne donc au probléme d’optimisation suivant :
(P) min —(w1y2 + T2y3 + T3Y1 — T1Y3 — T2y1 — T3Y2)
x%-‘,—y% <r?
$1y2+w2y3+§§;y>3$\123+w2y1+$3y2

La derniére contrainte définit un ensemble ouvert donc, d’aprés le théoréme d’optimisa-
tion dans un ensemble ouvert, (&1,91, 22,72, 23,43) est solution de (P) si et seulement si
(21,91, %2, U2, 3, Y3) vérifie 192 + T2P3 + 391 > 2193 + D21 + T3y2 et (L1, 71, T2, U2, T3, U3)
est solution du probléme d’optimisation :

/ .
(P) min  x1Y3 + T2y + T3Y2 — T1Y2 — T2Y3 — T3Y1
x%—l—y%ﬁrQ
:B%er%grQ
<



— Qualification des contraintes

Les contraintes sont convexes car leur matrice hessienne est [

0 2

)] >0

De plus, l'intérieur du domaine est non vide en prenant par exemple le point (0, 0,0, 0, 0,0)
car 02 4+ 02 < r2 (on suppose évidemment que le cercle est de rayon non nul).
Ainsi, d’aprés le lemme de qualification, les contraintes sont qualifiées sur RS .

— Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Soit (21,91, %2, 92,23, 93) € RO une solution de (P'). Les contraintes sont qualifiées en

(Z1,91, &2, 92, &3, §3) donc il existe ({1, fiz, fi3) € RY tels que :

oL

Q

(361,211,362,212,953,2/3
fin (3 497 — %) =0
fiz (23 + 93 —rz)

=0
fis (25 + 95 —1%) =0

)("ilagl’fi%g%ii’ng&ﬂl’ﬂ??ﬂ?)) =0

—

\

U3 — U2 + 2121 =0 (
Ty —@34+2my1 =0 (2
U1 — U3+ 2f1282 =0 (
&3 — 21420292 =0 (
U2 — U1+ 201323 =0 (5
Ty — 22420393 =0 (
fn (21 + 9 —12) =0
iz (244 48 — %) =0
jis (23 + 93 —1%) = 0

Supposons qu’un des sommets du triangle soit strictement & l'intérieur du cercle, par

exemple M. Donc #2 + 92 < r? et donc, d’aprés (7) : fi; = 0.

Ainsi, d’apres (1) et (2) : g2 = U3 et Ty = I3, c’est-a-dire My = M3 ce qui est impossible
puisque les triangles solutions ne sont pas plats (contrainte &19s + 293 + Z391 > T193 +
Zoy1 + T372). Donc tous les sommets du triangle sont sur le cercle.
Par conséquent, il existe (1,0,05) € [0,27[> tels que (&1,91) = (rcosfyp,rsinf),
(Z2,72) = (rcos By, 7sin ) et (&3,93) = (r cos b3, rsinf3). Le systéme précédent devient

donc :

sin ég — sin ég + 2f11 cos 91 =0
cos ég — cos ég + 2f11 sin él =0
sin él — sin ég ~+ 2fi2 cos 92 =0
cos ég — cos él + 2fi2 sin éQ =0
sin ég — sin él + 2[5 cos 93 =0

L cosél — coség + 213 sinég =0

Les deux premiéres équations du systéme précédent s’écrivent :

2sin
2

é?, - 92 93 + 92
COS

—2sin

é2 - és . éz + é3
Sin
2 2

X 6y — 0 O3 + 6 X
+ 211 cosf; =0 sin 273 cos st 2:,&100891 (1)
=\ 0li, i
+2ﬂlsin91:0 sin 273 gin 2;— 3:ﬂlsinél (2"
0y — 0
= sin® == =7 ()" +(2)%)
s — 0
= sin 32 2:,EL1

A~ ~

En effet, iy > 0 et 0 < 635 — 6y < 27 (car le triangle M;MyMs est direct) donc

6?2_93<0

sin <
2

10



Les équations (1') et (2') s’écrivent donc :

. . ba 3 ..
—[i1 sin 5 = fi1 sin 61

Or pu1 # 0 car, sinon, My = M3 d’aprés (1) et (2) ce qui est impossible puisque les
triangles solutions ne sont pas plats. Ainsi :

é2+é3 cos 6 0 0

= 1 + R
L2 2 40+ 2%, k€T
b, 10 - 5 T+ 01+ 2k, k1 €

— COS

. 3 . A
—sin =sin 6,

Par symétrie entre (01, fi1), (A2, i2) et (63, fi3), on obtient le systéme suivant :

0y + 6 R
2_;—3:7T—|—91+2k17T,k31€Z
01+ 6 X
1—;3:7T+6’2+2k27r,k2€Z
6, +6 R
1_;—2:7T—|—93+2k37T,k33€Z

Or nous savons géométriquement que la solution du probléme est invariante par rotation
et donc qu’elle n’est pas unique. Ceci peut se vérifier en calculant le déterminant du
systéme précédent, qui est nul. Fixons donc par exemple 6, :

i 4 d A . p
91+93:7T+62+2k27T,k2€Z Oy =01 — 27 1—}—5(2]{24-]{?3)
é ié e ~ ~ 2 ) (kQ’k3)€ZQ
12 227T—|—é3+2k37T,k3€Z 03 =0, —2m 1+§(k2+2k3)

2
by =01+ k), K, cZ

=q . . o
93:91+?k§,k§€Z

Compte-tenu que les triangles solutions sont non plats et directs, un simple dessin permet
de ne retenir que les solutions telles que k'2 = 3k +1 et k'3 = 3k — 1 avec (K4, k) € Z2,
qui correspondent & des triangles équilatéraux. La contrainte ouvert &19o + oy + 3y >
T193 + T2y1 + Z3yo est vérifiée, puisqu’elle traduit le fait que le triangle M;MsM;g est
direct.

Condition suffisante d’optimalité du second ordre
Le critére du probléme d’optimisation (P’) n’étant pas convexe, il n’est pas possible d’ap-
pliquer la condition suffisante d’optimalité du premier ordre. Nous devons donc calculer

la matrice hessienne du lagrangien :

9’L (‘%A‘%A‘%AAAA)_Olmzooq
(1,1, T2, y2, 73, Y3)2 1, Y1,22,Y2,T3,Y3; K1, U2, 13 1 0 0 2 1 0
-1 0 1 243 0
1 0 -1 0 243 |
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Nous devons démontrer que :

VUEC(

x1,Y1,22,Y2,23,Y3

)(Q) ’ UT

9L

a(ﬂcl,yl,$2,y2,$3,y3

)2 (-i'hgl7£27@27£37g37,&17,&27ﬂ3) v 2 0

Il n’est pas évident de transformer ’expression précédente en somme de carrés. Calculons
donc les valeurs propres du hessien de L dans 'espoir qu’elles sont positives. Au pire, les

calculs dans une base de vecteurs propres sont en général plus aisés.
Remarquons d’abord, ainsi que nous ’avons démontré plus haut, que :

. . . 05— 6, 01 — 03 0y — 0, .7 V3
M1 = flo = U3 = sSIn = sin = =sm_- =—
3 2
Le polynome caractéristique du hessien est donc :
V3—-X 0 0 -1 0 1
0 V3—-X 1 0 -1 0
0 1 V3—X 0 0 -1
P(X) = -1 0 0 V3—X 1 0
0 -1 0 1 V3—-X 0
1 0 -1 0 0 V3—-X
V3—X 1 0 -1 0
1 V3—-X 0 0 -1
= (V3-X) 0 0 V3-X 1 0
-1 0 1 V3—-X 0
0 -1 0 0 V3-X
0 V3—-X 1 -1 0 0 V3—-X 1 0
0 1 V3-—X 0 —1 0 1 V3-—X 0
+| =1 0 0 1 0 —| -1 0 0 V3—X
-1 0 V3—X 0 0 -1 0 1
1 0 -1 0 V3—-X 1 0 -1 0

= (V3-X)* (V3 - X)" = 6(v3— X)? +9)
—(V3-X)? ((V3-x)? - 3)2
= X2(V3-X)?(2V3 — X)?

Les valeurs propres du hessien de L sont donc 0, v/3 et 2v/3 qui sont toutes les trois posi-
tives. Par conséquent, la matrice hessienne de L est positive donc la condition suffisante
d’optimalité est vérifiée.

L’ensemble des triangles d’aire maximale inclus dans un disque de rayon r

Conclusion : . L . .
sont les triangles équilatéraux inscrits dans le cercle de rayon r.
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2.3 Détermination de ’ensemble des triangles d’aire maximale inclus dans
un carré de coté a (4 points)

Supposons que le centre du repére est situé au centre du carré et que ses axes sont paralléles
aux cotés du carré. Si nous supposons comme dans le probléme d’optimisation précédent que
le triangle M Mo Ms3 est direct, le probléme d’optimisation s’écrit :

(P) min 4 ars —(z1y2 + T2y3 + T3Yy1 — T1Y3 — T2y1 — T3Y2)
(1,Y1,22,Y2,%3,Y3) € —55}

T1Y2+22Y3+x3Y1 >T1Y3+T2y1+T3Y2

La derniére contrainte définit un ensemble ouvert donc, d’aprés le théoréme d’optimisa-
tion dans un ensemble ouvert, (&1,91,T2,Y2,L3,ys) est solution de (P) si et seulement si
(&1, 01,22, Y2, &3, Y3) vérifie 192 + £2ys + T3y1 > T19U3 + T291 + 392 et (L1,91, 22, U2, L3, Y3)
est solution du probléme d’optimisation :

(P') min " T1Y3 + T2y1 + T3Y2 — T1Y2 — T2Y3 — T3Y1

a 6
(z1,y1,22,Y2,23,Y3) € [*_7_}
22

— Qualification des contraintes
Les contraintes sont affines donc elles sont qualifiées sur RS.

— Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre
Soit (z,9) 6 R® une solution de (P'). Les contraintes sont qualifiées en (#,7) donc il
existe i, o™ )\ et AT dans R3 tels que :

~_ [a R

i (5+a)=0 (@)

~ N a

uf(m1—§>:o (8)

a a R

Al <§+y1):0 (9)

N ~ a

A <y1—5):0 (10)
gs— G2 —fiy +47 =0 (1) i (S =0 (11
Go—@3—A] +A =0 (2) “1(2 ;) (11)
g3 —flp tg =0 (3) ) (Zg—§>:o (12)
Ba—d1-25 £ =0 () A (5+92) =0 (13)
Jo— 1t — 5 + i3 =0 (5) e o
B1—da— Ay +A7 =0 (6) z(lf—g)— (14)

i (5+) =0 (15)

~ ~ a

fiz (m3—§>:0 (16)

o a R

A5 (5+8s) =0 (1)

N ~ a

\ >\3+<y —5):0 (18)

jacobienne du critére contraintes

Montrons par contraposée que tous les sommets du triangle sont sur les cotés du carré.
. a A
Supposons par exemple que M7 n’est pas sur un cdté du carré, c’est-a-dire que ) <21 <

g et —g <y < g. D’aprés les équations (7), (8), (9) et (10) : 4] = i = A\] = Af =0.
Ce qui, reporté dans les équations (1) et (2), donne g2 = 3 et Ty = i3, c’est-a-dire
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My

My = Ms. Or les triangles solutions n’étant pas plats (contrainte &19o + Zo¥3 + Z391 >
2193 + T291 + 2372), Ma # Ms.

Ainsi, tous les sommets du triangle sont sur les cotés du carré.

D’autre part, toute solution du probléme est invariante par rotation d’angle T puisque le
carré est lui-méme invariant par cette rotation. Nous pouvons donc décider, par exemple,
que M est sur le c6té gauche du carré.

Afin de simplifier le systéme d’équations précédent, supposons dans un premier temps que
M7 n’est pas sur un des deux sommets du co6té gauche. Ainsi, pour M7, seule la contrainte
—g < # est active si bien que i = A\] = A} = 0 d’aprés les équations (8), (9) et (10).
Ce qui, reporté dans les équations (1) et (2), donne &9 = &3 et iy = g3 — P2 = 0 .
Etant donné que les triangles solutions ne sont pas plats, trois cas sont donc possibles,
représentés sur la figure suivante :

M
|

¢

i ® M @ M
|

|

l

¢ i Mo M@ ® b

|

¢ ®

! M,

My

M sur le coté bas M sur le sommet M sur le coté droit
sans étre sur un sommet en bas a droite sans étre sur un sommet

Fi1G. 4 — 3 configurations possibles lorsque M est strictement sur le c6té gauche du carré

Les deux cas de droite ont eux-mémes deux sous-cas selon que M3 est sur le sommet en
haut & droite ou strictement & l'intérieur du coté droit.
— cas 1 : M est strictement sur le co6té bas du carré

a
Pour Ms>, seule la contrainte —5 < 7 est active donc, d’aprés les équations (11) et
(12) : fi; = fiy = 0. Reporté dans 1’équation (3), ceci donne : §; = 93 , ce qui signifie
que Ms est soit confondu avec M; — impossible car les triangles solutions ne sont
pas plats — soit situé sur le cété droit du carré — impossible car 3 = 22 et My est
strictement sur le c6té bas du carré. Donc ce cas est impossible.

— cas 2 : My est sur le sommet en bas & droite du carré

Comme %o = 23, M3 est situé sur le coté droit du carré. Si M3 n’est pas sur un sommet
du carré, seule la contrainte T3 < g est active (pour M3), donc d’aprés les équations
(17) et (18) : 5\:; = 5\§L = 0. Reporté dans I’équation (6), ceci donne : &; = &9 , ce
qui est impossible puisque M» est situé strictement sur le coté bas du carré et que M,
est sur le coté gauche du carré. Donc M3 est nécessairement sur le sommet en haut a
droite du carré. Les équations qui découlent de cette configuration ne ménent ensuite
& aucune contradiction.

— cas 3 : M est strictement sur le coté droit du carré
a
Pour M5, seule la contrainte Zs < ~3 est active donc, d’aprés les équations (13) et
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(14) : 5\5 = 5\; = 0. Reporté dans I’équation (4), ceci donne : &3 = 21, ce qui est
impossible puisque 2 = 3 donc on aurait o = &1 alors que M est sur le coté gauche
du carré et M, est sur le coté droit du carré. Ce cas est donc impossible.

Ainsi, lorsque M; est strictement sur le c6té gauche du carré, la seule configuration

possible est celle ot My est sur le sommet en bas a droite du carré et M3 est sur le
2

sommet en haut & gauche, ce qui correspond a une aire de % pour tous les triangles
M M Ms possibles.

11 s’ensuit que si ces triangles sont solutions alors les triangles olt M7 est sur le sommet en
bas a gauche du carré, avec soit My sur le sommet en bas & droite et Mz sur le coté haut,
soit M3 sur le sommet en haut & gauche et Ms sur le co6té droit, sont solutions puisqu’ils
ont la méme aire que les triangles précédemment trouvés. De méme, les triangles ott M3
est sur le sommet en haut & gauche du carré, avec soit Ms sur le sommet en bas & gauche
et Ms sur le coté droit, soit M3 sur le sommet en haut & droite et My sur le coté bas,
sont solutions. Tous les autres cas sont impossibles en reprenant le raisonnement effectué
précédemment avec M pour un des points situés strictement & ’'intérieur d’un c6té du
carré.

Par conséquent, les triangles potentiellement solutions sont ceux ol deux points sont sur
les sommets d’un méme cdté du carré et le troisiéme point sur le c6té opposé.

— Condition suffisante d’optimalité
La condition suffisante d’optimalité du second ordre ne permet malheureusement pas
de conclure a 'optimalité des solutions potentielles précédemment trouvées. En effet, le
hessien de L est (en notation vectorielle) :

0 0 0O -1 0 1

0 0 1 0 -1
OPL il g o 1 0 0 0 -1
a(x,y)g(xv s 7)‘ 7)‘ )_ —1 0 0 0 1 0
0O -1 0 1 0 0
1 0 -1 0 0 0

Cette matrice est la méme que le hessien du probléme précédent sauf que la diagonale
est translatée de —v/3 . Ses valeurs propres, qui sont donc également translatées de
—/3, sont —/3, 0 et /3 . La matrice hessienne de L n’est donc pas positive sur RS .

Malheureusement, elle ne I’est pas non plus sur C; 4(€2) pour une solution (Z,9) donnée.
. ) a aa aaa . . .
Considérons par exemple le point <—§, 513 3 5) , qui est une solution potentielle
du probléme. Les seules contraintes actives sont (7), (9), (12), (13), (16) et (18). Les
contraintes étant qualifiées sur tout le domaine (car elles sont affines), le cone admissible

en ce point est :

Oh;
{UER6:8( Z)(i“,g])v<0,iGA(f,y))}:{—vlgo,—v2<0,v3<0,—v4<0,v5<0,v6<0}
Y

Prenons par exemple v = (1,0,0,1,0,0) :

9%L
ol g,

W(@,%ﬂ AT AT A e =-2<0

) i a aa aaa
Donc nous ne pouvons pas conclure avec cette méthode que le point <—5, 5 Ty 5)
est solution du probléme. Il ne nous reste qu’'une seule méthode : démontrer que 1’aire de

tout triangle inclus dans le carré est inférieure a l'aire d’un des triangles potentiellement
2

. < q- a
solution, c’est-a-dire 7
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Il est d’abord évident qu’un triangle strictement inclus dans le carré a une aire plus
petite qu’au moins un triangle dont les sommets sont sur le carré. Il suffit en effet de
déplacer successivement tous les sommets du triangle le long de la hauteur qui leur est
issue jusqu’a ce qu’ils touchent un coté du carré. L’aire augmente ainsi sans cesse puisque
elle est égale 4 la moitié de la longueur de la hauteur multipliée par la longueur du coté
opposé dont la longueur est fixe.

Le probléme revient donc & montrer que l'aire de tout triangle dont les sommets sont sur
2

a
les cotés du carré est inférieure a 35 - Soit M1 My M3 un tel triangle : deux configura-

77
tions seulement sont possibles (aux rotations d’angle 5 prés), représentées sur la figure

suivante.

M3

My My

My M3 My

77
F1a. 5 — 2 configurations possibles (aux rotations d’angle 5 prés) pour un triangle dont les

sommets sont sur les cotés du carré

Pour plus de simplicité dans les calculs d’aire, placons 1’origine du repére au sommet
inférieur gauche du carré.

. . 1 a®
Dans le premier cas, Iaire du triangle est : —y;(z3 — x2) < —

Dans le deuxiéme cas, ’aire du triangle est donnée par la premiére question de 1’exercice :

1
A(My My M3) = 5(951?/2 + oy + T3y — T1Y3 — T2y1 — T3Y2)
1
= §(aa:2 + 3y —x2y1) avec 0 < o,23,y1 <a

Pour x3 et y; fixés, ’expression précédente est une fonction affine de x5 croissante puisque
a —y1 = 0. Elle atteint donc son maximum pour xo = a . Ainsi :

a2

Lo

3 [a —i—yl(xg—a)] < 5 car u >0etax3—a<0

Par conséquent, 'aire de tout triangle inclus dans le carré est inférieure a celle des
triangles potentiellement solutions, qui sont donc bien solutions du probléme.

A(My My Ms) <

L’ensemble des triangles d’aire maximale inclus dans un carré de c6té a sont
Conclusion :|les triangles dont deux sommets coincident avec deux sommets d’'un méme
coté du carré et le troisiéme sommet est sur le co6té opposé.
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