Connaissance du cours (10 points)

Conditions d’optimalité sous contraintes égalité

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

Soient n et ¢ deux entiers strictement positifs tels que n > q.
Soient f et (g1,...,94) des fonctions de R™ dans R de classe C' et le probléeme d’optimisation
sous contraintes égalité suivant :
(Pa) migf(:c) avec Q ={z e R":¢gi(x)=0,1<i<q}
Te
On note D;(2) ’ensemble des directions admissibles en & € Q2. On suppose que les contraintes
sont qualifiées en = € ().
— Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre:

A A N oL «
Si 4 est une solution de (Pp) alors il existe A = (A1, ...,A;)T € R? tel que a—x(iﬂ,)\) =0.

De plus, \ est unique si les contraintes sont réguliéres en z.
— Condition suffisante d’optimalité du second ordre:

2

< oL, - 0°L ¢
S’il existe A € R? tel que %(i,)\) =0 et si UT@@,)\) v > 0 pour tout v € D;(2) \ {0}

alors Z est une solution stricte de (Pq).

1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre (5 points)

Soit  une solution de (Pq).

Donner la définition du lagrangien L : R™ x R? — R. (0,5 point)
Donner la définition de la régularité des contraintes en Z. (0,5 point)
Donner la définition d’une direction admissible v € Dz(Q2) en & € Q. (0,5 point)
On rappelle queales contraintes sont qualifiées en € () si, par définition :
g, . . R — R4
D;(Q) = Ker <%(a:)> ong: 91 (@), . ga (@)
Des deuz inclusions suivantes, qu’on ne demande pas de démontrer, quelle est celle qui
permet de démontrer le théoréme énoncé dans l'en-téte (expliquer briévement) :

D:(Q) C Ker <§—g(:ﬁ)) ou Ker <g—g(:ﬁ)> C D4(Q) ? (1 point)

5. Soient ¢ une fonction de R, dans R™ de classe C'! telle que ¢(0) = 2 et ©(t) €  pour
tout ¢ > 0 petit, et ¢ une fonction de R, dans R de classe C' définie par ¢ = f o ¢.
Démontrer que ' (0) = 0. (0,5 point)

Ll



6. En dédui 9 3y e (Ker (22 " esteandi :
. n aeaulre que ax X er 8.1‘ X , C€St-a-aire que:.

Vve Ker (g—i(:ﬁ)) , == (z)-v=0 (1,5 points)

7. On rappelle le théoréme d’algébre linéaire suivant :
Si M est une matrice de R7*™ alors (Ker(M))" = Im (MT).

Déduire des questions précédentes qu’il existe A € RY tel que 8—(9%,;\) = 0 et que A est
x

unique si les contraintes sont réguliéres en &. (0,5 point)

2 Condition suffisante d’optimalité du second ordre (5 points)

2

< oL, . 0°L . «
On suppose qu’il existe A € RY tel que 8—(92,)\) = 0 et que UTF(:E,)\) v > 0 pour tout
A A

v € Dz(22) \ {0}. On se propose de démontrer par contraposée que & est une solution locale
stricte de (P).

1. On suppose que & n’est pas une solution locale stricte de (P).
Construire une suite (yi)pcn- d'éléments de € qui converge wers I et telle que
f (yr) < f(Z) pour tout k > 1. (0,5 point)

2. Soit la suite (vg),ey~ définie par:

Yk — T

VkeN, = -
T e — 2

Démontrer qu’on peut extraire de la suite (vy),cn- une sous-suite (UW(’f))keN* qui converge

9]
vers un vecteur v, € Ker <a—g(:i")> \ {0}. (2 points)
x
Indication : appliquer le théoréeme de Taylor & l'ordre 1 pour la fonction g auzr points
Yn(hy k> 1.
3. En appliquant le théoréeme de Taylor a l’ordre 2 pour les fonctions f et g, démontrer que

;0L .
UOOW(ZL‘,)\) Voo < 0. (2 points)
2L .
4. Déduire des questions précédentes que W(i,)\) n’est pas définie positive sur Dz(Q2)\ {0}.
x

(0,5 point)



Probléme (10 points)

Optimisation du prix des billets d’'une compagnie
aérienne dans un marché concurrenciel

Une compagnie aérienne dessert seule n destinations. Une deuxiéme compagnie aérienne
souhaite s’insérer sur ce marché, c’est-a-dire qu’elle veut desservir les mémes destinations que
la premiére compagnie aérienne. L’objectif de ce probléme est de déterminer les prix de la
nouvelle compagnie sur chaque destination afin de maximiser son bénéfice, connaissant les prix
pratiqués par ’ancienne compagnie.

La premiére partie vise a modéliser la demande des consommateurs en billets de chaque
compagnie sur une destination donnée. Dans la deuxiéme partie, les prix de la nouvelle compa-
gnie seront déterminés en fonction du nombre maximal de passager que la nouvelle compagnie
peut accepter (contrainte logistique de la compagnie). Enfin, nous considérerons dans une troi-
siéme partie les limites budgétaires des consommateurs au-dela desquelles ils n’achétent plus
de billets, devenus trop chers pour eux (contraintes budgétaires des passagers).

1 Modélisation de la demande des consommateurs sur une des-
tination donnée (2,5 points)

On considére une destination desservie par deux compagnies aériennes dont les prix des
billets sur cette destination sont p; et po. La demande totale en billets est de d > 0 .
On souhaite déterminer les nombres de billets z; et xo achetés par les consommateurs en
supposant que la stratégie globale des consommateurs vise & réduire la dépense totale de
I'achat des billets. Le probléme & résoudre est donc le suivant :

(P) min - z1py + Tap2
z120
z2 20
xr1+xo=d
1. Résoudre graphiquement le probléme (P) en distinguant 3 cas. (0,5 point)
2. Résoudre le probléme (P) a l'aide des techniques lagrangiennes. (1,5 point)

3. Tracer la fonction x2(p2) en considérant py comme parameétre de la fonction. (0,5 point)

2 Calcul des prix optimaux de la nouvelle compagnie aérienne
sous contrainte logistique (4 points)
On note (p1, ... ,pn) les prix des billets de la premiére compagnie sur chaque destination. On

suppose que ces prix sont fixés et strictement positifs. On souhaite déterminer les prix optimaux
(x1,...,z,) des billets de la nouvelle compagnie aérienne sur ces mémes destinations.



1. En réalité, la demande des consommateurs en billets de la nouvelle compagnie aérienne
sur une destination donnée, calculée dans la partie 1, est continue et définie pour tout
prix. On suppose donc que la demande sur la destination ¢, définie sur R, est affine et
qu’elle décroit en fonction du prix x; :

D; (1—ﬁ> si 0< < 2p;
2p;
0 si €Ty = 2pi

di(w;) =

en notant D; > 0 la demande totale (pour les deux compagnies) en billets sur la desti-
nation i.

Vérifier que la demande en billets pour la nouvelle compagnie sur la destination i corres-
pond a celle de la demande théorique calculée dans la partie 1 pour x; = 0 et x; = 2p;.
(0,5 point)

2. La nouvelle compagnie aérienne souhaite maximiser son bénéfice sur ’ensemble des des-

tinations desservies sans faire de surbooking, c’est-a-dire qu’elle ne vendra pas plus de
m > 0 billets sur I'ensemble des destinations. Le cotit d’exploitation de la compagnie
engendre un coit fixe global f > 0 ainsi qu'un colt ¢; > 0 par passager sur chaque
destination. Elle souhaite également que les prix de ses billets ainsi que la demande des
consommateurs en ses billets soient non nuls.
Montrer qu’il existe une matrice diagonale Q de R™"™ définie positive, des vecteurs a
et b de R™ dont toutes les composantes sont strictements positives, et des réels F et G
tels que les priz optimauz x = (z1,...,0,)" de la nouvelle compagnie sont solutions du
probléme suivant (1 point) :

. 1
(P min —2TQr —aTz+ F
—3b72+G<0
0<z;<2p; , i€[1,n]

3. Résoudre le probleme (P') par la méthode duale. Exprimer les différentes solutions pos-
sibles en fonction des données du probléeme. (2,5 points)

3 Calcul des prix optimaux de la nouvelle compagnie aérienne
sous contraintes logistique et budgétaires (3,5 points)

La résolution du probléme (P’) ne tient pas compte des contraintes budgétaires des consom-
mateurs. Ainsi, les deux compagnies aériennes peuvent pratiquer des prix infinis puisque les
consommateurs achétent toujours globalement D; billets sur chaque destination.

En réalité, le budget de chaque consommateur est limité par une constante b; > 0 sur chaque
destination. La solution obtenue dans la partie 2 n’étant pas réaliste, on souhaite ajouter les
contraintes budgétaires {x; < b; , i € [1,n]}.

Résoudre le probleme (P') par la méthode directe en ajoutant les contraintes budgétaires
{z; < b; ,1i € [1,n]}. On notera X\ le paramétre de Kuhn-Tucker associé a la contrainte lo-
gistique et (p1, ... un) les paramétres de Kuhn-Tucker associés auz contraintes budgétaires.
Ezprimer les différentes solutions possibles en fonction des données du probléme.



