TD 1

Optimisation non linéaire : Généralités

Exercice 1 : Etude des fonctions quadratiques

Soient ) une matrice de R™*™ b un vecteur de R™ et f : R™ — R la fonction définie par

1
flx) = §xTQa: +bTx, € R

1. Montrer que f est différentiable au sens de Fréchet et que

aof

Ty = 3@+ QN+, mer

1)

5 Quelle est
i

2. Montrer que f est deux fois différentiable. Calculer le Hessien
lexpression de f”(z)(v)(v)?

3. On suppose que @ est symétrique. Montrer que f est convexe (resp. strictement con-
vexe) si ) est symétrique semi-définie positive (resp. définie-positive). On fera deux
démonstrations :

e la premiere utilisera les résultats vu en cours sur la dérivée seconde;

o la seconde utilisera le résultat suivant (vu en cours) :

Proposition 1. Soit f: R™ — R continument différentiable. Alors :

a) f est convexe si et seulement si

fly) = flo)+ =(@)(y —z), Va,yeR™

of
ox
b) Si

F) > f@)+ L@y -2), Ve tyeR",

alors f est strictement conveze.



Exercice 2: Approximation de fonctions

On considére une fonction g : R — R. On connait les valeurs g(z1),- -, g(x,) que prend g aux
points x1,- -+ , ;. On souhaite trouver une approximation de la fonction ¢ par un polynéme
h de degré n défini par

h(z) = apz" +ap_ 12" 14+ +ag, xR,

avec n < m. Trouver les coefficients de h, tels que h constitue la meilleure approximation de

g au sens des moindres carrés.
On appliquera les résultats aux valeurs 1 = 1, 2o = 2, 23 = 3, g(x) = 522 + 2x + 1 et

h(z) = a1z + ayp.

Exercice 3 : Production

On considere une unité de production qui utilise n matieres p1, ..., p,. Sil’unité de production
utilise des quantités 1, ..., z, de ces matieres premieres alors en sortie on obtient une quantité
h(z1,...,x,) de produit fini, appelée fonction de production. Les colits unitaires des matiéres
premieres sont pi,--- ,pn. Le prix de vente unitaire du produit fini est q.

1. Exprimer les conditions nécessaires du premier et du second ordre pour I'obtention de
valeurs z1, ..., 2z, qui maximisent le profit.

11
2. Appliquer les résultats précédents au cas p; = p = 1 et h(z1,22) = x{ 3, puis au cas
pL=2 p2=1, ¢=1et h(z1,22) = a7 + 3.



TD 2

Optimisation avec contrainte : Qualification

Exercice 1 : Directions admissibles et cone admissible

Soit le sous-ensemble € de R? défini par
Q= {(z,y) eER*: (212 +y*-1=0 et 2>+ (y—1>%*-1=0}
1. Déterminer I’ensemble des directions admissibles en (0,0) :

a) graphiquement;
b) par application de la définition de I’ensemble des directions admissibles;

c¢) en utilisant le fait que les contraintes sont qualifiées en (0, 0).
2. Quel est ’ensemble des directions admissibles si Q est un sous-ensemble de R3 ?
3. On suppose maintenant que €2 est défini par
Q= {z,y)eR?:(z2-1)2+y>-1<0 et 22+ (y—1%*-1<0}L

Reprendre la question 1 pour déterminer le cone admissible en (0, 0).

Exercice 2

Soient les deux problemes d’optimisation
(P1): min(—z1) et (P2): min(—z1), avec
x€N €02
Q = {(z1,22) ER?: @142 -1<0, —21 —209+1<0, —21 <0, — a9 <0},
Qo = {(z1,22) € R? : (x1 + 29— 1)(x1 + 222 —1) <0, —21 <0, —x9 <O0}.

1. Déterminer graphiquement les solutions de (P;) et (P2).

2. Déterminer les cones admissibles et les ensembles
Oh;
0

Gy ={veR?: m(@)vgo, i€ A2)}

associés a ces solutions.

3. Interpréter les résultats.



Exercice 3

Soit m € R un parametre. On définit la fonction parametrée f,, : R? — R par

3
fm(x) = mm:f + 51’% + JL‘% + 3:1:% — 219, x= (xl,xg,xg)T € R3.

Soit © un sous-ensemble de R? et (Pq) le probléeme d’optimisation :

(PQ) : minfm(x)'

xeQ)
1. Résoudre (Pq) pour Q = {z € R3: 25 > 0}
2. Résoudre (Pq) pour Q = {z € R3: 25 > 1}

3. Discuter des problemes soulevés par la contrainte Q = {x € R3 : x5 > 2}



BE 1

Optimisation sans contrainte : Algorithme du
gradient

1 Taux de convergence de l’algorithme du gradient de plus
grande pente

Soit b un vecteur de R™ et f : R™ — R la fonction définie par

1
flx) = 5:13TQ$ — bz, zeR",

ou @ est une matrice symétrique définie positive de R”*™. On consideére le probleme

(P): min f(x).

TER™?

L’algorithme du gradient de plus forte pente est défini par
T+l = Tk — /’Lkvf(mk)7 T € Rn7 k= 1727 cee

ol py minimise f(zr — ueVf(zk)).

1. Montrer que

9L 9k
= 2 avec gp = Vf(ry) = Qup —b.
9 Q9

1
2. On désigne par z* la solution de (P). Soit E(z) = §(x — 2*)7Q(x — z*). Montrer que

E(zg) — E(we) _ (94 9r)*
B(xy) (9% Qo) (g Q71 gr)

3. On donne 'inégalité de Kantorovich
(97 gr)* L 4ad
(9 Q) (gFQ tgr) — (a+ A%

ol a et A sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de Q. Déduire
de la question (2) que

E(zps1) < [ﬁler(m).

En déduire que ’algorithme converge.




A
4. Comment évolue la vitesse de convergence de I'algorithme lorsque — est grand ?
a

5. On suppose que @ = al. Quel est le taux de convergence de I'algorithme 7 Interpréter.

Remarque: Pour simplifier les calculs, on supposera que b= 0. Il s’ensuit que z* = 0.

2 Application 1 : Autre approche a la minimisation d’une
fonction

Au lieu de résoudre le probleme
(P): min f(x),

r€ER™

on peut essayer de résoudre ’équation V f(z) = 0, en appliquant l'algorithme du gradient de
plus grande pente au probleme

(P): min [|Vf(z)[*

1
On suppose que f(z) = ixTQa:, x € R™. L’algorithme de plus forte pente appliqué a (P’)
est-il plus ou moins rapide que §'il était directement appliqué a (P) ?
Remarque : les valeurs propres de Q% sont les valeurs propres de Q) élevées au carré.

3 Application 2 : Méthode de pénalité

On considere le probleme

(P min f(z),

ou f et h sont des fonctions de R™ dans R. Au lieu de résoudre ce probleme, on se propose de
résoudre le probleme sans contrainte

1

P,): i — || () ||?

(Bu): min | f(z) + sulh@)]7]
. I » . .

ou p est grand. On suppose que f(z) = 53: Qz, x € R™ et que la matrice ) est diagonale,

Q = diag(a1,--- ,ay,) avec a1 < ap < --- < a,. On suppose en outre que h(z) = c'z, x € R",
avec ¢! = (1,0,---,0).
Comment varie le taux de convergence associé a (P’) en fonction de p 7 Interpréter.



TD 3

Problemes avec contraintes égalité

Exercice 1

Résoudre le probleme

f(acl,xg) =2x1+ 329 — 1

, (.’El,xg) S RQ.
g(x1,22) = x% + %x% —6

(P) : min  f(xy,x2), ou {

g(z1,22)=0

Exercice 2

Trouver le parallélépipede rectangle de dimension x, y, z de volume maximal et de surface
donnée c.

Exercice 3

Une variable aléatoire X peut prendre des valeurs distinctes x1,--- ,x,. On désigne par p; la
probabilité que X prenne la valeur ;. On a donc p; > 0 et Y ; p; = 1. L’entropie de X est
définie par H(X) = — > | pilogy(pi).

Trouver les lois de probabilité pq,--- , p, telle que 'entropie H soit maximale et telle que
la valeur moyenne de X soit égale a m.



TD 4

Problemes avec contraintes inégalité

Exercice 1 : Programmation quadratique

Soit @ € R™ "™ une matrice définie positive, a et b dans R™ avec a # 0, et ¢ € R. Résoudre

L r
= = — T
(P): min f(x), avec 1) 2" Qe v , xe€R"
h(@)<0 h(z) = a'z—c

Exercice 2
Résoudre le probleme

h = X9 —
(P): min (x1+x2), avec (@) m; x; , (z1,12) € RZ

hl(l‘l,l‘g) <0 h2($1,$2) = r{+x5— 1

hao(x1,22) <0

Exercice 3

Soient a un vecteur de R™ \ {0}, @ une matrice de R™*"™ symétrique définie positive, et b, c

deux réels avec ¢ > iaTQa. Enfin, soient les fonctions hy, hy : R” — R définies par

hi(z) = a'z, VaecR",

1
ho(z) = ixTQa: —c¢, VreR"

Résoudre le probleme

(P): min(a’z —b), avec Q={zcR": hi(z) <0 et hy(x)<0}.

z€Q

Indication : remarquer que hi(—a) <0 et hao(—a) < 0.



TD 5

Dualité

Exercice 1
Soient a1, as et ¢ dans R, avec (a1, az) # (0,0). Résoudre par la dualité le probleme

(P): min (22 + 23).

ajx1tazrs—c<0

Exercice 2 : Programmation quadratique

Soit Q une matrice de R™*"™ définie positive, a et b dans R™ avec a # 0, et ¢ € R. Exprimer
et résoudre le probleme dual associé a

— 1 T T
(P): min f(z), avec fl@) = 2" Qo =0 x’ z € R"™.
h(z)<0 h(z) = alz —c

Exercice 3

Soit un réel ¢ < 0. On définit les fonctions f, h: R™ — R par
fl@) = ) i
i=1

h(z) = (sz> —c
i=1
et on considere le probleme

(P) : gggr)lf(:ﬁ), avec Q={zeR": h(z) <0}

z=(z1,...,2,) €R",

1. Montrer que la fonction f est convexe sur R™.

2. Résoudre le probleme dual associé a (P).

Remarque : On désigne par T la constante négative

1 4
43 — 43 —3n
T = N — .

43 4



BE 2

Optimisation avec contrainte : Algorithme du
gradient projeté

1 Présentation du probleme

Soit b un vecteur de R" et f : R™ — R la fonction définie par

1
flx) = §$TQIE — bz, zeR",
ol () est une matrice symétrique définie positive de R™*™,
Soient aq et ay deux vecteurs de R™ linéairement indépendants, c¢; et co deux réels.
On considere le probleme

(P): min f(z)

a?mfclgo
agm—cggo

2 Solution analytique

Si on pose A = [a; ag] et ¢! = [c1 o], les contraintes s’écrivent ATz — ¢ < 0 avec A matrice
de R™*2 de rang 2 et ¢ vecteur de R2.
Résoudre le probleme (P) par la méthode primale.

3 Algorithme du gradient projeté

L’algorithme du gradient projeté s’inspire de ’algorithme du gradient de plus forte pente
étudié au BE 1 pour les problemes sans contraintes.

Afin de rester & chaque étape dans le domaine Q = {x € R” : ATz — ¢ < 0}, on projete sur
le point obtenu par minimisation de f dans la direction de la plus forte pente. Ainsi, on reste
au point précédant la projection si celui-ci se trouve dans €2 ; sinon, on obtient le projeté de
ce point sur les frontieres de Q.

Si xp, est le point obtenu a l'itération k, le point suivant xj, vérifie :

Tr+1 = Pa (mk - thf(:L‘k))

ou t; minimise la fonction ¢ — f(zp — tV f(zy) et Pq est Popérateur de projection sur €.



1. Calcul de la projection sur )
La projection d’un vecteur x de R"™ sur € est par définition le vecteur 3 de 2 qui minimise
la distance entre z et tout vecteur de €2 :
Pq(x) = g ou ¢ est solution du probleme

() minfle—y

Résoudre le probleme (P’) par la méthode duale.

2. Autre version de ’algorithme
On peut également projeter sur €2 la direction de la plus forte pente avant de minimiser
f dans la direction projetée obtenue.
Dans ce cas, le point x4 vérifie :

Tr1 = 2 + b (Po (o — Vf(21)) — 7)

ou t; minimise la fonction ¢t — f(xp +t (Po (2 — Vf(xr)) — xk))-
Cette version de 'algorithme est-elle plus ou moins rapide que la version précédente 7



