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TD 1: Généralités

Exercice 1: étude des fonctions quadratiques

Les fonctions quadratiques sont trés souvent rencontrées dans les problémes
d’optimisation car il s’agit d’une forme standard d’énergie. Soient () une matrice
de R™ "™ b un vecteur de R™ et f : R™ +— R la fonction définie par f(z) =
12TQz 4+ bT2, z € R".

Différentiabilité au sens de Fréchet

[ est différentiable au sens de Fréchet en & si 3fp(%) € L(R™,R) tel que

Yo € R, f(&+0) = f(#) + fp(#)(0) + o(v) avee lim L@l = o.
V>

11 nous faut donc exhiber fr(Z) et il suffit de poser ’équation précédente et
de la développer :

1

flx4v) ==(z +0)TQ(x +v) +b" (z +v)

2
1 1
:(§xT + ivT)(Qx +Qu) + b7z + bl

1 1 1 1
zixTQ:v + ixTQv + ivTQas + ivTQv + b7z + b

1 1 1
=f(z) + ixTQv + ivTQm + ivTQv + b

Nous pouvons remarquer que 7 Qu est un scalaire (c’est-a-dire 27 Qv € R).
Or un scalaire est égal a sa transposée, donc 27 Qv = (z7Qv)T = (VT QT x).

Fla+ ) =) + 57 Qu+ (07 Qe)T + 50" Qo+ BT
=f(x) + %xTQv + %.ITQTU + %UTQ’U +bTw

=) + (GaT(@Q+ Q1)+ b o + 50T Qu

Les équations précédentes nous conduisent alors & poser :

Fe@)) = (327(@+ Q1)+ ¥ et ov) = 10T Qu



Il nous faut alors vérifier que f(2)(v) est linéaire en v (ce qui est trivial) ;

et il faut nous assurer que lir% Hi(”ﬁ” =0
V>

En posant ¢, = = max g+ [Jo(v)l| = |l3v" Qull = [5v" Qu| < [5¢um|[v]?|
i,5€{1,...,n}
Nous avons donc: 0 < LWL < | 1) 1y]|2

o]l
Or lirr%)|qm|\|v||2 = 0. Donc lin}J H(‘)‘(Uﬁ” 0.

f est donc différentiable au sens de Fréchet (et par conséquent au sens de
Gateaux) et fr(2)(v) = %(:@)v; et par identification :

() = 517Q+ Q)+

Calcul du Hessien

Calculer le Hessien de f est fondé sur le principe précédent, appliqué au
gradient de f. En effet, montrer que f est deux fois différentiable revient a
montrer que fi(.)(v) est différentiable; donc que fr(Z + w)(v) = fr(Z)(v) +
(&) (v)(w) + o(w) avec f"(&)(v)(.) € LR™,R) et zluiglo Ho(wﬂ =0.

Fi(@ ) =2 @+ who
of 1
83:( 4 w) §(m+w) TQ+Q") +v"
=5#7(@Q+ Q) + 1" + LuT(Q +Q7)
o1

:5;@+§wWQ+QU

On pose alors f”(&)(v)(w) = 3wT(Q+QT) et o(w) = 0.1l faut alors s’assurer

que f”(z)(v)(w) est linéaire en w (ce qui est trivial) et que lim0 Hﬂ(iﬂ“ =0 (ce
w—

qui est trivial aussi) ; ainsi le Hessien de f est

?f 1

T
= 5@+ Q")

L’expression de f”(x)(v)(v) est < fv v>=120T(Q+QT)v

Convexité

Si ’on suppose @ symétrique alors Q@ = Q7 ; et % =27Q+b7 et g ;= Q.
Rappelons qu’une matrice est définie positive (resp. semi-définie positive) si et
seulement si ses valeurs propres sont toutes strictement positives (resp. positives
ou nulles). Pour montrer que f est convexe, deux méthodes sont proposées.

Une fonction est strictement convexe (resp. convexe) si son Hessien est défini
positif (resp. semi-défini positif). Dans notre application, le Hessien est @ et,
donc, f est strictement convexe (resp. convexe) si () est défini positive (resp.
semi-défini positive).



En utilisant la proposition donnée dans ’exercice, nous pouvons vérifier ceci
d’une autre maniére. On pose:

A(w.y) =1) - 1) - SL @)y~ )

T T
S L R

2
T T
Yy Qy 1 Qu
T2 T T2 +a' Qe 2" Qy
T T
Yy Qy 1 Qu
=5ty T

T
Ty, — 2°Q Q _ 27Q TQ
Oery—zzy—i—(“”Qy) = T Yot

Donc A(z,y) = 3(y — )T Q(y — z) et donc A(z,y) > 0si Q est semi-définie
positive (A(x,y) > 0 si Q est définie positive).

Exercice 2: Approximation de fonction

Dans cet exercice, nous cherchons un polynéme h qui approxime la fonction
g au sens des moindres carrés. Cela signifie que h doit minimiser la grandeur

suivante :
m

f="lg(x:) = h(z:)]”

i=1

Résolution générale du probléme

Cet exercice se préte bien a un traitement matriciel. On pose:

h(x1) a) -eoap ao g(1)
H = : = : : =Xa et G= :
h(xm) xg@ o l‘ﬁn Gnp g(wm)
On a alors:

f=(H-G)"(H-G)
=H"H + GG — 2G" H(car GT G est un scalaire)
=" X" Xa+ GG - 2G" Xa

Par définition, X7 X est une matrice symétrique ; et en posant Q = 2X7X

et b=—2X"TG, on se raméne a la fonction quadratique de I’exercice prédécent.
Donc:
of T T
a)=a +b
La)=aTq



La condition du premier ordre nous donne:

a"'Q+bv" =0 = a=-b"Q ' =-Q b
La matrice X7 X est diagonalisable. En effet, Q = X7 X :

x? ... x?n ao Ig) ... x"f aO
xn ... xn' a .ro ... xn' a
1 m n m m n
m
iti_92 . L. .
Donc ¢;; = Y. x, 77 ?: Q est bien symétrique. Par ailleurs, Yo € R"*+,
k=1

vIQu =vTXTXv = (Xv)T (Xv) = || Xv|| > 0.
Donc X7 X est semi-définie positive; donc @ est semi-définie positive (car
Q = 2XTX). L’optimum a trouvé est donc bien un mimimum au sens des

moindres carrés.

Application numérique

Dans 'application :

1 1 8
X=11 2 et G=| 25
1 3 | 52
On obtient :
Ty _ |3 6] | 85
XX_[G 14 et X' G= 9214
Nous cherchons ¢ = —Q~7b, donc Q! et —b:
1{ 14 -6 170
-1 _ Ty\—1 _ + _ T gy _oxvT
@ mxm o L[ 19 cgr w maven| D]

Par conséquent :
_ 47
a=02XTX)"'2xTa) = { 05 ]

Donc, h(z) =22z — 4.
Nous pouvons vérifier la validité de cette approximation car h(1) = 6,33,
h(2) = 28,33 et h(3) = 50,33 pour g(1) =8, g(2) = 25 et g(3) = 52.

Exercice 3: Production

Remarques d’ordre général pour 'optimisation

Dans cet exercice, nous cherchons & maximiser une quantité. Notre probléme
peut donc étre modélisé de la fagon suivante:

n
max qgh(zy...2,) — g DiT;
;20 —y

1=



Nous négligerons les contraintes de positivité ; et nous les vérifierons a poste-
riori. En effet, chaque x; est nécessairement positif car il représente une quantité

de matiére premiére.

La condition du premier ordre pour trouver un optimum est d’annuler le

gradient.

, 0
VZE{1,...,n},8—£(x1,...,xn):q .

3

Oh(zy...2zp)

— Pi

La condition du second ordre est d’avoir un Hessien semi-défini négatif (resp.

défini négatif) afin d’avoir un maximum (resp. strict). Ici,

8%h 8%h
Ox2 01T,
*f i
ox2 : :
8%h 8%h
Oxp T e ox2

Application 1

11
Soit h(x1,z2) = i x3. La condition du premier ordre nous donne:

_2 1
g S R Tt
r 227wy ® —po
Il nous faut résoudre le systéme:
2 1 1 3 2
q9,,75,.3 _ =0 x§: P1T To—
3T P,
fafay * — py=0 T =
On injecte (1) dans (2):
151
x =27p3(27pla} —)* =
q q
1.1
=27p3(27°plat —) =
q- q
=27°plpiat =5
q
18 3
3 q
P = s e T =
b 27t 27p3ps

Le raisonnement est identique pour xs; et avec p1 = po = 1, 1 = 25 =

La condition du second ordre nous donne:

2 3 -3

0f: §(=22 %23)  f(z %2y 7)
2 -2 _2 1 _5

Oz %(951 Sxy %) %(_23513352 °)

)
3,..2
27Z§ZE2 (2)

'l
27



Au point Z considéré, le Hessien est :
0%f . 9 —2 1
@) =
0x? q3 1 =2
Ici, le déterminant est positif (il vaut 3) et la trace est négative (elle vaut —4) ;
donc le produit des valeurs propres est positif et leur somme est négative. Par

conséquent les deux valeurs propres sont du méme signe et de somme négative :
les deux valeurs propres sont négatives.

Si 'on veut s’en convaincre par le calcul, le polyndéme caractéristique vaut :

—2-A 1

PWZ‘ 1 —2-]

‘:(2+)\)2—1:()\+1)()\+3)

Application 2

Soit h(xy,w2) = 22 + 3. La condition du premier ordre nous donne:

6f_|:2q151plj|20

Oz 2qry — p2
Nous avons donc z; = ’2’—; et 19 = ’2’—2.

La condition du second ordre nous donne:

f _[2 0
97 | 0 2

Or, le Hessien est défini positif. Nous avons trouvé un minimum alors que
nous cherchions un maximum.

Dans cette application, le bon sens peut nous permettre de trouver directe-
ment ce résultat. En effet, on peut produire indifféremment le produit final avec
du produit 1 ou du produit 2. Or le produit 2 cotite moins cher: on ne va donc
utiliser que du produit 2.

De plus, avec po = 1 et ¢ = 1, on a un bénéfice de x3 — x5. Or cette quantité

est décroissante et bornée sur [0, 1] tandis qu’elle est croissante sur [1, +oo[ et
lim 22 — 25 = .

XTg— 00

Plus on augmente la production, plus on augmente le bénéfice. Le maximum
est atteint en xo = +o0. Il n’y a donc pas de maximum réel au probléme.
Cela traduit graphiquement le fait que 1’on cherche le maximum d’une fonction
convexe (coercive): il est en +00. On ne peut trouver des maxima dans R que
pour des fonctions (localement) concaves.



TD 2: Qualification

Exercice 1: directions et cones admissibles

Premier domaine

Q={(z,y) eR?: (z - 1)’ +¢y*—1=0et 2’ +(y—1)* -1 =0}

N

(Approche graphique) Qu’est-ce qu'une direction admissible ? Considé-
rons un domaine dans R™ et un point donné & de ce domaine, une direction est
admissible si ’on peut se déplacer dans cette direction a partir du point & sans

sortir du domaine. L’ensemble des directions admissibles en un point est noté
Dz ().

Pour notre exercice, nous pouvons remarquer que € = {(0,0)(1,1)}. Ainsi au
voisinage de (0, 0), le domaine est vide. Il est donc impossible de se déplacer sur le
domaine dans une direction autre que le vecteur nul. Ainsi D )(€2) = {(0,0)}.
En effet, le vecteur nul est toujours une direction admissible (il est toujours
possible de ne pas se déplacer).

(Approche par la définition) Bien entendu, une direction admissible est
définie formellement.

Définition 1 (Direction admissible). Soit un domaine Q@ C R™ et un point &
de ce domaine. Le vecteur v € R™ est une direction admissible si et seulement
si Jp € CL(RT,R") telle que:

— p(0) =2

— ¢'(0)=v

— I >0,Y0 <t <n,pt) e



Si l'on se considére au point (0,0), par définition ¢(0) = (0,0). Comme ¢
est continue et que, pour t petit, p(t) € €2, la seule fonction ¢ respectant ces
deux propriétés est ¢(t) = (0,0). On peut s’en convaincre en raisonnant par
I’absurde :

Supposons qu’il existe une direction admissible v # (0,0). La formule de
Taylor appliquée au ¢ correspondant nous indique que p(t) = ¢(0) + ¢’(0).t +
o(t). Or ¢(t) € Q. Donc (t) = (0,0) ; par conséquent vt + o(t) = (0,0). On sait
que }LI% # = (0,0). Or @ =wv et v # (0,0) par hypothése. C’est absurde: il
n’existe donc pas de direction admissible non nulle. Un raisonnement identique
peut étre tenu si l'on se considére au point (1,1)

(Approche par la régularité) La notion de régularité ne s’applique qu’aux
contraintes égalités. On dit que les contraintes sont réguliéres en un point &
si et seulement si leurs gradients en ce point forment une famille libre. Si 'on
considére des contraintes réguliéres alors D;(2) = ker(Vg(Z)) ou g est le vecteur
des contraintes égalités g;. Dans notre exercice, nous avons deux contraintes:
gi(zyy) = (x —1)? +y?> — 1 et go(z,y) = 2% + (y — 1)> — 1. Les gradients des
contraintes sont :

Vor(z.y) = [ 2(552; 1) } et Vga(z,y) = [ 2(y2i 1) }

et au point considéré :

Vg1(0,0) = [ 52 } et Vg2(0,0) = [ _02 }

Comme il y a indépendance linéaire entre ces deux vecteurs, les contraintes
sont réguliéres; donc:

Deuxiéme domaine

Q={(z,y,2) €R*: (x —1)*+9* —1=0et 2+ (y —1)> =1 =0}
Si Q c R? alors Q = {(0,0,2),(1,1,2)}. En se plagant au point & = (0,0, 2)

ou & = (1,1,2), on ne peut se déplacer sans sortir du domaine que le long de
laxe z. Par conséquent Dz(Q2) = {(0,0,2) : z € R}

Troisiéme domaine

Q={(z,y) eR?*: (z—1)*+9y* —1<0et 2’ +(y—1)>-1<0}



(Approche graphique) En se plagant en & = (0,0), on voit que ’on peut
se déplacer dans les directions (v1,vs) € R2 siv; > 0 et vy > 0. Quen est-il des
axes ? Le cone des directions admissibles est ’enveloppe convexe de Dz(€2) donc
les demi-axes sont inclus. En d’autres termes, le cone d’admissibilité étant un
fermé, les tangentes a D;(§2) y sont incluses. Nous allons voir formellement que
C(O,O)(Q) = {('Ul,’l)z) cR2: vy > 0,09 > 0}

(Approche par la définition) Nous cherchons les (v1,v2) € R? tels que ¢(0) =
(0,0), ¢’ (0) = (v1,v2) et ©(t) € Q pour tout t petit et positif. Nous allons
donc chercher & écrire une fonction ¢ qui convient (satisfait les propriétés de
la Définition ?7?) pour les différentes valeurs de (v1,vs), c’est-a-dire pour v;
strictement positif, pour v;1 = 1 et vo = 0, pour v; =0 et v = 1 et pour un des
v; négatif.

Pour v; > 0 et vo > 0, nous pouvons poser ¢(t) = (vy,vq)t. En effet, ¢ est
continue ; ¢(0) = (0,0), ¢'(t) = (vi,v2) (donc ¢’'(0) = (v1,v2)) et pour ¢ petit,
p(t) € Q.

Pour v; = 1 et vy = 0, nous pouvons prendre par exemple ¢(t) = (t,t2). En
effet, ¢ est continue; ¢(0) = (0,0) et ¢'(¢) = (1,2t) (donc ¢’'(0) = (1,0)). 11
nous reste a prouver que pour ¢ petit, ¢(t) reste dans le domaine. Il est trivial
de le vérifier pour la premier contrainte. Quant a la seconde, on a (avec z = ¢t
et y = t2:

P -1 1=+t -2+ 1 -1 =t* ¢

Cette quantité est négative pour 0 < ¢ < 1: la contrainte est donc bien
vérifiée. Par conséquent, ¢(t) € Q. Un raisonnement identique pour v; = 0 et
vo = 1 olt p(t) = (t2,t) peut étre tenu.

Pour v; < 0 ou vy < 0, raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe
une fonction ¢ admissible. On peut alors écrire pour ¢ et ¢ tendant vers 0 le
développement de Taylor a ’ordre 1:

p(6) =p(0) + F£(0).+ oft)

p(t) =p(0) + ¢'(0).t + o(t)

Or ¢'(0) = [ Z; ] ; et par définition du reste de Taylor: }E% M =0.



Donc 3n > 0: Vt < 1, M < min(Jv1], |ve|) ; donc [ 21 } t+ o(t) a une
2
composante négative; donc V ¢ € CH(RT,R"), p(t) & Q.
Nous pouvons en déduire que Cg,0)(€2) = {(v1,v2) € R? : w1 > 0 et vp > 0}.

(Approche par la qualification) Les contraintes sont qualifiées si elles
sont convexes et que l'intérieur du domaine est non vide. Il existe d’autres pro-
priétés, vues en cours, permettant de conclure & la qualification des contraintes.
Ici, le Hessien des contraintes est le suivant :

2 0

H_{o 2

Le Hessien H est défini positif: les contraintes sont convexes; et il est trivial
de montrer que 'intérieur du domaine est non vide. Les contraintes sont donc
qualifiées.

Si les contraintes h; sont qualifiées, nous savons que:

Ca(Q) = G4(Q) = {v € R™ : Vi € A(2), %(a:«).u <0

(Rappel) : A(Z) est 'ensemble des contraintes actives (ou saturées) au point
considéré. Une contrainte h; est saturée en & si h; (&) = 0.

Dans notre exercice, les deux contraintes sont saturées en (0,0). Nous cher-
chons donc: {(v1,v7) € R? : %};? (2).(v1,v2) <0}

[72 0}' ;})1 <0 —2v1;<0
X — { 2050

[0 —2].1 " |<0 T
Vo | T

Par conséquent, v1 > 0 et vo > 0; et :

C(0,0)(2) = G(0,0)(2) = {(v1,v2) € R?: 01 >0 et vg > 0}

Exercice 2

Soit le probléme d’optimisation suivant :

(P) :minz € Q;(—x1)

Ql:{(acl,a:g)€R2:x1+x2—1SO,—$1—2$2+1§07—301§0,—x2§0}

Qo = {(x1,22) €R? : (11 + 25 — 1) (27 + 225 — 1) <0, —2; <0, —15 < 0}

10



Approche graphique

€2

N

1

Nous pouvons remarquer que les deux ensembles 1 et 5 correspondent
graphiquement a un méme domaine. Il s’agit donc d’un domaine identique ex-
primé de deux maniéres différentes. Nous allons voir que la maniére d’écrire les
contraintes va avoir une influence sur la résolution du probléme.

Ici, nous pouvons voir que la solution du probléme (P) est & = (1,0).

Cones admissibles pour (),

Déterminons G(M))(Ql). En ce point, il y a trois contraintes saturées:

hi:214+29—1<0
h22—.’£1—2$2+1§0
hg:—LEQSO

Calculons les gradients des contraintes :

To-11] Fe-15] Ra-[4%]

Ainsi:

G(LO)(Ql):{[ H.vgo}m{{ :;].vgo}m{{ _01].1;30}

Nous pouvons remarquer que chaque sous-ensemble correspond a I’expression
d’une des contraintes saturées. Comme v; + vo < 0 et —v; — 2v9 < 0, on a
nécessairement —vy < 0. La troisiéme contrainte est toujours vérifiée. Donc:

G(l,o)(ﬂl)_{[ 1].U§O}ﬂ{{ :;].vg()}

Nous vérifions bien que G (1,0)(€21) = C1,0)(€1). Les contraintes sont donc
qualifiées, confirmant ainsi le théoréme de qualification (voir cours).

11



Coéne admissible pour (),

Déterminons G(1,9)(€22). En ce point, il y a deux contraintes saturées :

h11($1+$2—1)($1+2$2—1)§0
hg: 7I2SO

Calculons les gradients des contraintes :

ox

Ohy 221 + 3z — 2 Ohy .. [0 Oha
%= | = Zo-[o] %

@)= "
3x1 +4x9 — 3 oz T)= -1

Ainsi:

Gy () = {{ . } w< 0}0{[ N } 0 <0} = {(0,0)}

Nous pouvons remarquer que I'ensemble G 0)(€22) n’est pas égal au cone
des directions admissibles (identique & D1 )(£21)): les contraintes ne sont pas
qualifiées.

Interprétation

Pour un méme probléme, la maniére d’écrire les contraintes va influer sur
leur qualification. Ceci est important car les contraintes doivent étre qualifiées
pour que l'on puisse appliquer les théorémes vus en cours. Cette application
illustre le fait que la qualification des contraintes dépend de leur écriture et
n’est pas une propriété intrinséque de I’ensemble des points décrits par 2.

En d’autres termes, bien poser le probléme c’est ’avoir déja résolu.

Exercice 3

Considérons la fonction paramétrée :

3
fm(x) = m:vi’ + ix% + x% + 3x§ — 229

Optimisation sans contrainte

Dans cet exercice, nous chercherons & optimiser la fonction sans contrainte
puis nous vérifierons a posteriori que 'optimum se trouve dans le domaine.
Cherchons donc une solution # € R? en satisfaisant les conditions du premier
et du second ordre.

of 3ma? + 311
87 = 2]}2 — 2 = 0
u 61‘3

Nous avons deux cas, m = 0 et m # 0. Sim = 0 alors 1 = 0, z2 = 1 et
x3:0.Sim;«éOalorsxl200ux1:—%,x2:16tx3:0.

12



32f 6mx, + 3 g

gI_ 0
2
ox 0 0

0
0
6
Sim = 0 alors le Hessien est défini positif et (0,1, 0) est un minimum global
de fi,. Sim # 0 alors le Hessien est défini positif pour (0,1,0) mais pas pour

(—-,1,0). Par conséquent, la solution & est (0,1,0).

Satisfaction des contraintes

Soit Q = {z € R : x5 > 0}. La solution # trouvée est bien dans le domaine

Q.

Soit Q@ = {x € R3 : 25 > 1}. La solution % trouvée est sur la frontiére du
domaine mais n’en fait pas partie. Il n’existe pas de solution au probléme car —
quel que soit le point considéré — on peut toujours trouver un point du domaine
“plus optimal”.

Soit Q = {x € R3 : 25 > 2}. La solution & trouvée n’appartient pas au
domaine. Cependant, il est possible de trouver un point sur la frontiére du
domaine (lui appartenant) qui minimise pourtant la fonction. Optimiser une
fonction et vérifier a posteriori que les contraintes sont satisfaites ne suffisent pas
pour trouver cet optimum : les contraintes doivent étre intégrées a la résolution
du probléme.

13



TD 3: Problémes avec
contraintes égalités

Exercice 1

Modélisation

Notre probléme est le suivant :

(P) :min f(z1,22) = 221 + 315 — 1 avec (x1,22) € R?

3
23 —6=0

sous la contrainte g(z1,xs) = x2 + 5

Il nous faut dans un premier temps vérifier la régularité des contraintes
(puisqu’il s’agit de contraintes égalités) afin de pouvoir utiliser les théorémes
vus en cours. Les contraintes égalités sont réguliéres si leurs gradients forment
une famille libre. Ici, nous n’avons qu’une seule contrainte : son gradient est un
seul vecteur qui est toujours libre (s’il est non nul).

. 2z

Ici, %(m) = { 333; }

6—Z(a:) s’annule en (0,0) mais ce point ne fait pas partie du domaine: les

)
contraintes sont donc réguliéres sur tout ().

Nous pouvons alors poser le Lagrangien :
2, 3 o
L(z1,22,A) =221 + 322 — 1 + A(z] + 3%~ 6)

Condition du premier ordre

En un point & solution du probléme, il existe un vecteur A (dont les compo-
santes sont les multiplicateurs de Lagrange) tel que le gradlent du Lagrangien
en (&, ) est nul. Si les contraintes sont réguliéres, le vecteur A\ est unique. Dans
notre exercice, nous n’avons qu’une contrainte : \ est un scalaire.

O | 3+3\zy |

>|=

Par conséquent, 1 = 22 = —

14



Pour trouver A, injectons le résultat précédent dans la contrainte g:

)\12+% 6 =0
o =0
5
>\2—E
< )
A=ty

Nous avons donc deux candidats & Doptimalité & = (1/22,1/%2) et &/ =

/12 Q)
5 5/
La condition du premier ordre ne suffit pas pour conclure car les contraintes
ne sont pas affines.

Condition du second ordre

Au deuxiéme ordre, le Hessien doit étre défini positif dans le cone admissible
D;. Plus formellement, V v € D;, vT‘g £(2)v > 0.

0L [2)\ 0 ]

Ox2 (&) = 0 3\

Le Hessien est déja diagonal Nous pouvons remarquer que si \ est négatif,

T6£ T %L
, VT 550 2 0.

T

Ainsi, seule la solution ¢’ vérifie la condition du second ordre. Nous sommes

en présence d'un minimum ; et (x1,x2) —4/ 152, \/ = 12

Comme lilluste la figure, 'autre point correspond au maximum sur le do-
maine.

15



Exercice 2

Il nous faut trouver le pavé de dimension z, y, z dont le volume est maximum
et de surface donnée c. *

Modélisation

Nous pouvons modéliser notre probléme de la maniére suivante :

(P) :min f(2,y,2) = —wyz avec (z,y,z)€ R3

sous la contrainte ¢g(z,y,2) = (xy +yz + x2) — g =0

Nous devons y ajouter trois autres contraintes: x, y, z doivent étre stricte-
ment positif; donc (z,y,2) € RT3. Ce domaine est ouvert et nous ne pouvons
optimiser dessus. Il nous faut raisonner sur un fermé et vérifier a posteriori que
la solution se trouve dans le domaine (et non pas sur la frontiére).

Comme dans l'exercice précédent, il nous faut vérifier la régularité des con-
traintes. Comme il n’y a qu’une seule contrainte, le gradient des contraintes est
un unique vecteur (non nul sur ), toujours libre. Les contraintes sont réguliéres.
Nous pouvons poser le Lagrangien. Posons X = (z,y, 2)

L(X,\) =—zyz+ May+yz + xz) — )\g

Condition du premier ordre

—yz+ ANy + 2)
%: —zz4+MNMx+2) | =0
—yx + Mz +y)

Il nous faut résoudre le systéme:

—yz+ Ay +2) =0
—zz4+ Mz +2) =0
—yz + Mz +y) =0

0

4

ry+r2+ 2z — 35

A~~~ o~
N N
NGNS

On écrit (1) — (2):

—yz+My+2)+zz—Az+2) =0
xz —yz+ Ay — Ax =0
zZ(x—y)+ Ay —2x) =0

(z=XN)(x—y) =0

Nous avons deux solutions: z = X ou « = y. Dans le premier cas, remplagons
z dans (1):

16



M+ Ady—2A=0 = A=0 et 2=0

La dimension z ne peut pas étre nulle ; donc = = y. Remplagons y dans (3):

P2 —20r=0 = r=y=2\
Remplagons dans (2):

22Xz 42224+ A2 =0 = M2 =2\ = z=2\=zx=y

Notre solution est un cube. Déterminons maintenant A en 'injectant dans

la contrainte :
VST S T R
N N N 24 “2V6

Comme z, y, z doivent étre positifs, A doit étre positif; donc A = %\/g et

(AN% +4XN% +4)%) —

N o

C

La condition du premier ordre ne suffit pas pour conclure car les contraintes
ne sont pas affines.

Condition du second ordre
Le Hessien doit étre défini positif dans toutes les directions admissibles &

partir du point solution X. Ici,

5 0 X0
gXﬁz(X):— A0 A==
A A0

—= = O

1
0
1

o = O

Les valeurs propres de %(X) sont {A, A\, —2A}. On ne peut conclure a la
positivité du Hessien sur R>. Il faut donc regarder plus précisement I’ensemble
des directions admissibles en X. Soit v € D (£2). Comme les contraintes sont

régulieres, v € ker Vg(X). Ici,

99 (%)= an !
0X N 1

Donc v = (v1,v2,v3) € D¢ (Q) si et seulement si v; + vz + v3 = 0; et nous

. 2 o
pouvons examiner v’ gX% (X)v:

32£ ~ 0 1 1 U1
vTaXQ(X)U:JA[vl ve w3 ]| 1 01 s
1 1 0 V3

17



0X?

<
—
<

— M1 (ve + v3) + va(v1 + v3) + v3(v1 + V2))
— A(—(v2 4 v3)* + v2(—v2) + v3(—v3))

= — A(—(v2 + v3)* — 03 — v3)

=A((v2 +v3)* +v3 + v3)

TSL

Comme A > 0et vy +vo+v3 =0,v v > 0. La condition du second ordre

est vérifiée et nous avons bien trouvé un minimum en X.

Exercice 3

Dans cet exercice, nous désirons trouver une loi de probabilité P qui maxi-
mise Pentropie pour une variable aléatoire X (prenant les valeurs z; ...z, avec
une probabilité p; ...p,) et dont la valeur moyenne est un m donné.

Modélisation

Nous pouvons modéliser notre probléme de la maniére suivante :

(Pb) : max f(P) == pilogs(pi)

sous la contrainte ¢;(P) = Zpi -1=0

sous la contrainte g¢o(P) = Zpﬂi —m=0

On néglige les contraintes de positivité. Nous les vérifierons a posteriori. Afin
de vérifier la régularité des contraintes, calculons le gradient des contraintes:

1 it

dg
oP :
1 =z,

Si I'on fait I’hypothése qu’au moins deux x; sont distincts, les colonnes du
gradient forment une famille libre: les contraintes sont réguliéres et nous pou-
vons poser le Lagrangien :

=Y pilogy(pi) + MO pi — 1) + X (D piwi —m)
i=1 i—1 i—1

18



Condition du premier ordre

or log, (p1) + ﬁ + A1+ Aoy

oP .
logy(pn) + 5 + A1 + Ay

Comme log,(p;) = h;l(lpgi), nous obtenons n équations de la forme suivante :

1
logy (pi) + —= + A1+ daw; =0

In2
hl(pi)_ 1
m2 2 LT
1
In(p;) = (0 2)(——— — Ay — Ao
n(pi) = (W2)(— 5 = A1 — Aewi)

pi = 2(—ﬁ—>\1—>\2$7‘,)

Ce systéme ne peut étre résolu analytiquement de fagon simple. Nous vous
proposons alors de retirer une contrainte : celle sur la valeur moyenne prise par

la variable X.

Dans ce cas, le Lagrangien est :

L(P,A) =~ Zpi log, (ps) + A(Zpi -1)
i=1 i=1

La condition du premier ordre nous donne:
a1
pi = 2( In2 >‘)

En intégrant ce résultat dans la contrainte, nous obtenons:

n
Z ol-mz=N —q
i=1
1

. ) S , .
Comme 2(- =z~ est un réel fixé alors 2(-mz =) = 711 Par conséquent, V i,
D = % C’est la loi uniforme qui maximise ’entropie.

Nous pouvons alors remarquer que la contrainte est affine, auxquel cas la
condition du premier ordre est nécessaire et suffisante.
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TD4 : Problémes avec
contraintes inégalité

Exercice 1: Programmation quadratique

Soit @ € R™ ™ un matrice définie positive, a et b dans R™ avec a # 0 et
ceR.
On veut résoudre

. 1,..T 3T

(P): min f(z), avec {h(m) i, T,

h(z)<0

La contrainte h est affine, elle est donc qualifiée.
On calcule le Lagrangien et ses dérivées partielles. soit u € R

Lz, p) = %xTQ:E —bTx + pla’z —c) (1)
%(% p) = %xT(Q +Q7) —b" + pa” (2)
%L
O = 5(Q+Q") 3)

ng est une matrice définie positive. Si une solution est trouvée avec la

condition du premier ordre pour y > 0 alors cette solution est bien un minimum.

Il
o

L6T(Q+ Q) ~ b + jia”
pats—c) = 0

—N

QJ‘Q‘J

g

—

\.a>

RS
Il

o O
J

—

O
+
Q
S
=
|
S
|+
o §>
I

ler cas: 1 =0

Dans ce cas: | =2(Q+ Q7)™ b

20



2éme cas: 1 # 0

On a alors

ald—c=0 = 247(Q+QT) ' (b—fia)) —c=0
= A2a7(Q+ Q") a) =2 (Q+QT) b —c
On a donc
A~ 2dT(Q+Q") " th—c
{ /J’ - 2aT(Q+QT)—1a , - . 71b
B 2Q+QT)TIb - 2 (eran) Ty

Pour que l'on ait un minimum, il faut que p soit positif, c’est a dire que
2aT(Q+QT) b >c.

2a7(Q+ Q7)o —c
2@+ Q1) 1a
Interprétation : ¢ est 'ordonnée a 'origine de la contrainte. Il définit donc la
position de I’hyperplan de la contrainte par rapport au minimum global. Quand
c devient plus petit que la quantité mentionnée plus haut, le minimum global
sort du domaine et la contrainte commence & participer a tirer le minimum dans
le domaine (p # 0). A la limite, on peut remarquer qu’on a a la fois h(z) = 0
et p=0.

Dans ce cas, on a | & = 2(Q + QT)~(b —

Exercice 2

On veut résoudre le probléme suivant :

h1($17$2) = T2— I

T1,T € R?
ho(wy, ) = a3 +a23—1 (@1, 22)

(P): min  x7 +x, avec
hi(z1,22)<0
hg(m1,12)§0

€2

4 .
4

Qualification des contraintes

Il faut tout d’abord vérifier que les contraintes sont bien qualifiées. Pour cela,

calculons %.
xT
on, _ | —1 ohy _ | 271
Onaa;—{ 1 :|et6;—|:2x2:|
La famille des % est donc libre si et seulment si on a z; # f% et xo # %

Ce couple particulier n’appartient pas au domaine souhaité pour le probléme.
Les contraintes sont donc qualifiées.
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Lagrangien : condition du ler ordre

Ecrivons le Lagrangien et ses dérivées partielles. Soient uq et us dans RT.

L(xy, w9, p1,p2) = 1422+ pi(z2 — x1) + po(ai + 23 — 1)
= pex? + (—p1 + D)y + pewd + (u1 + 1)as — po
On a donc or
ba (@i, o, ) = 1 — g+ 20w
bo (X1, @2, 1, o) = 1+ pn + 2p0w0
aaf (x17‘r27l’t17u2) 0
(9812 ($17$27M17N2) = 0
fir (2 2*1171) = 0
NQ(ml +i5-1) = 0
ce qui est équivalent &
1-— ,lll + 2/12.151 = 0
14 jin + 2finda = 0
i (& 2—$1) = 0
fi(2] + 23 -1) = 0

ler cas: [iy = fio =0
On a alors 1 — i1 + 2f1227 = 0 < 1 = 0. Impossible!

2eme cas: ji; = 0 et hy saturée

14+2087 = 0 T = T 20
1+2ﬂ2i‘2 = 0 = Ty = _27}1«2
#2+33-1 = 0 ﬂg(ﬁ—n =0
fio = %
= 1 7@
o —2

3eme cas: Iy = 0 et h; saturée

1—-2; = 0
142, = 0
To—21 = 0

On a donc 1 =0, ce qui est Impossible !
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4eme cas: h; et hy saturées

Les deux contraintes sont saturées, on a donc #1 = &5 et 23 + 23 = 1.

On a alors (21, 22) = :t(@, @)

En soustrayant les deux premiéres équations issues de la dérivation du La-

grangien, on trouve ji; = 0 et jio = —i. On cherche pis > 0, cela nous permet

d’éliminer un des deux cas, on a au final: (&1, &2, fi1, fia) = (—%, —%, 0, %)
On peut remarquer que p; = 0, on a bien retrouvé le résultat du second cas,

ce qui illustre le fait que le minimum est trouvé pile sur la contrainte sans que

cette derniére ne participe a le tirer dans un sens ou un autre.

f est affine et les contraintes sont convexes, la condition d’optimalité du
premier ordre suffit donc & conclure que 'unique point trouvé est bien un mi-
nimum. Pour s’entrainer, on peut tout de méme aller vérifier la condition du
second ordre.

Lagrangien : Condition du 2eme ordre et solution

On voit donc que la seule solution possible est

pr = 0
/@z@
g = -4
gy = —¥2

On a 8275(55,/1) = [ 2’82 222 ] e > 0 donc ‘?)275 est définie positive.
—¥2)

Le minimum est donc bien atteint en (—%2, —%

[

Exercice 3

On remarque qu’il s’agit 1a de la généralisation de ’exercice 2 & des fonctions
affines et deux contraintes affine et quadratique quelconques.

Soient a un vecteur de R™ \ {0}, @ une matrice deR™*"™ symétrique définie
positive, et b et ¢ deux réels avec ¢ > %aTQa.
On considére les fonctions hy et ho de R™ dans R définies par

On veut résoudre

(P): Iréisrzl(aT:v —b), avec Q@ = {x € R" : hi(x) <0 et ho(z) <0}
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Qualification des contraintes

8;% => 0 donc hy est convexe (0 désigne ici la matrice nulle).
‘?Ihzz = @ > 0 donc hy est convexe.
On a hi(—a) < 0 et ha(—a) < 0 donc le domaine est non-vide: les contraintes

sont qualifiées sur €.

Lagrangien et condition du ler ordre

Soient 1 et po dans R.

1
L(z,pr,p2) =aTx —b+ pra’z + iuszQx — lacC

oL
e @) = a” + na” + paa’ Q

Avec la condition du ler ordre, on a le systéme suivant :

a’ + pra® + j227Q = 0
ﬂ1aTi' =0
A2(37Qi—¢) = 0

ler cas: iy =0 et i =0

Dans ce cas, on obtient a” = 0 avec la premiére équation du systéme, ce qui
est en contradiction avec notre hypothése sur a. Ce cas est donc impossible !
2eme cas: h; est active et ji; =0

La premiére équation nous donne fi; + 1 = 0. Cela implique que 1 > 0, ce

cas est donc impossible!.

3eme cas: u; = 0 et hy est active

On a
T | o AT - _ 1 -1
%A;—'L{ﬂQ = 0 N afT ) 7 a
527Qt—c = 0 QR = 2c
2}# aTQfTQQfl = ¢
= P 1 -1
z = EQ a
A~ _ TQ*T
M2 2 2% 2

4eme cas: hl et h, sont actives

La premiére équation nous indique que (1 + fi;)a = —[i2Qz et donc que
i =-Hho-lg,
H2
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Or la seconde équation précise que a’z = 0, on a donc: —%aTQfla =0.

Or a”Qa # 0 car a # 0 et Q définie positive. Donc fi; = —1, ce qui est impos-
sible!.

Comme a l'exercice précédent, il est immédiat de vérifier que f est affine
et que les contraintes sont convexes: le théoréme d’optimalité au premier ordre

suffit & conclure que le point & = — aTéiﬁTaQ_la (qui existe toujours) est bien

un minimum. On peut s’entrainer a vérifier la condition du second ordre.

Lagrangien et condition du 2eme ordre

On a gié (Z,1) = Q > 0 car Q est définie positive. La solution trouvée est
donc le minimum global sous contraintes.
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TD5: Dualité

Exercice 1

Soient a1, as et ¢ dans R avec (a1,a2) # (0,0). On veut résoudre:

: min a1x1 + asxs —c <0
f(@1,a2)=(23+23)

(P)

On pose Q = {(z1,2z2) : h(x1,x2) = a1x1 + asze — ¢ < 0}.

T2

T

az

I

Probléme primal - probléme dual
Le probléme primal est
inf sup L(z, u)
z€R? ;>0
Le probléme dual est

sup inf L(z,
sup inf, (2, 1)

Qualification des contraintes

La fonction h est affine et donc qualifiée.

Lagrangien - fonction duale

Soit 1 € R, (z1,72) € R?

L(x1, 29, 1) = 3 + 23 + playzy + agws — c)

On note 1 (u) la fonction duale.

P(p) = inf L(xy,22,p1)

z1,22€ER2
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oL

AL (n 2 _ e (.I’l,.’L‘Q, ) 0
oz (T1, %2, ) =0 = { aam (&1, 02, p8) = O
2.’E1 + apu = 0
= 209 +aip = 0
= o= 2 1
Ty = 2 u
f et h sont convexes. (21, 2'3) est donc un minimum.
On a donc )
V(p) = L(d1, b5, 1) = == (af + a3) — pe
Résoudre le probléme dual revient & résoudre
sup psi(f)
n=0
On calcule done psi’(p).
1

psi'() =~ (ad + ) — ¢

ler cas: c> 0
Dans ce cas, Y > 0, psi’ (1) < 0. psi(u) est donc décroissante. Le maximum

est alors atteint pour p = 0, c’est a dire

2eme cas: c< 0

Dans ce cas, on a

psi'(p) =0 = 4(ai+a3)=—-C
_ —2c
= K= ?Jra%
—2c
H 0 ajtaj too
G|+ 0 =
Y1) /! N
On a alors
o asc R aic
L= —5——5,00 = 5>
a2+l a4

Exercice 2: Programmation quadratique

Cet exercice est ’équivalent de ’exercice 1 du TD4.
Soit @ une matrice de R™*" symétrique définie positive, a et b dans R™ avec
a # 0 et ¢ € R. On veut résoudre

_ 1.T _ 1T
(P):h?;)lréof( x) avec { {Lgi; ; 2$x63$6 bt x  zeR"



Qualification des contraintes

h est affine donc qualifiée.

Lagrangien - fonction duale
f et h sont convexes. On écrit le Lagrangien et la fonction duale ¥ qui lui

est associée. Soit u € R.

L(z,p) = %xTQx —bTx + e’z — )

Y(p) = mf L£(z,p)

= 337(Q+ Q") —b" +pa” =0
= Q—b+pa=0

= &=Q ' (b— pa)

On a donc:

1 1 1
,aTQ—la_aTQ—la}_i_ﬂ[_gaTQ—lb_EbTQ—la_*_bTQ—la_i_aTQ—lb_c]

_ 2
Y = w5
1
+ §bTQ—lb —oTQ'p
c’est & dire:
or bop oy T -1 Tr. 1
V(p) =p [*5‘1 Q "a]+pla’ Q b*C}*Qb Q™b
On a donc:
() = —pa" Qa4+ a7 Qb — ¢

W(ﬂ):O@ﬂ:W

ler cas: a’Q b —c<0
Dans ce cas, Vu > 0, ¢'(u) < 0. ¢(p) est donc décroissante. Le maximum

est alors atteint pour yu = 0, c’est a dire |# = Q7 1b|.

2eme cas: a’Q 'b—c >0

O
V' (w) + 0 -
Y(p) / N
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Le minimum est atteint pour

) B TQ—lb_
2= Q7 b~ o)

On retrouve bien le résultat de 'exercice 1, TD4.

Exercice 3

Soit ¢ € R tel que ¢ < 0. On définit les fonctions f, h: R™ — R par

o n 4
Fe) = ™ (. m)T R

o) = (G, —c

On veut résoudre

(P): Iglelsr% (x) avec @ = {x € R" : h(z) < 0}

Question 1: f convexe

On a
o :
U ()= | aa?
et
o 1222 0
202 = g
0 1222
% > 0 donc f est convexe.

Question 2: Probléme dual

Soit 4 € R. On a

Lz, p) =Y at+p(dw:) — pe
=1 =1

PE(d,u) =0 = 4i4+pu=0

= a=- ()}

Wl

f est convexe donc & = (— (%)% o= (8)

On écrit alors la fonction duale:

)T est bien un minimum.
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Yl = L& 0 = (5 - nZin(5)

= n (%)% —nk — pue
(g()l _ f) _

= nu 4% 44% ue

= (B35 - e

= TN% — pe

On cherche inf (u).
n=0
W' (u) =0

A
=

W= Wl
|
a O
I

o

W=
=
Sl

w
g5

I
—
N
5
~—

w

444
T T wiewhk

T et ¢ sont négatifs donc on a bien un p positif.
On a donc

4t 4% N _4%7

1
L u)§: 3c 1 3c:
Ti= (4

et|2=(—,...,
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