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Introduction

Imaginons une situation d’incendie en forét, dans laquelle est plongé un robot pompier. Ce
robot, sorte de rover terrestre autonome équipé d’une lance a eau et d’un réservoir, a pour mis-
sion d’éteindre 'incendie au milieu duquel il se trouve. Or, seul, il n’est pas tres efficace car il
dispose de peu d’information sur 1’état global du feu dans la forét. Heureusement, le concepteur
du systeme lui a adjoint un binéme, un drone hélicoptere, capable éventuellement, lui aussi de
s’attaquer au feu, mais surtout disposant d’un champ de vision beaucoup plus large. Pour éviter
la perte des deux agents en cas de défaillance d’un seul, il a été décidé qu’il n’y aurait pas de
supérieur hiérarchique et que chaque agent déciderait par lui-méme des actions qu’il entreprend.
On a également doté les agents d’une sorte de modeéle d’incendie leur permettant d’anticiper
I’évolution vraisemblable du feu sur les minutes & venir. On se pose a présent la question de
savoir comment on va donner de 'autonomie décisionnelle aux agents, en particulier comment
on va leur permettre de construire un plan d’action.

Cette situation présente un certain nombre de caractéristiques qui nous permettent de cerner
le type de probleme auquel on s’attaque:

— On est dans un cadre biagent

— On souhaite mettre en place un processus de décision décentralisé

— On souhaite permettre a nos agents d’adapter leurs décisions en ligne

— Chaque agent doit effectuer une planification pour lui-méme qui présente les caractéristiques
suivantes :
— Les actions de ’agent ont des issues incertaines
— L’environnement évolue avec le temps, il est instationnaire.

L’objectif des travaux de recherche que 'on présente ici et qui constituent le travail de
la premiere année de these, est d’apporter une réponse a ce type de probléemes de décision
décentralisée, en ligne, dans l'incertain et en environnement instationnaire. On pourra, si les
résultats s’y prétent, ajouter d’autres épithetes, qualifiant alors les possibilités de communica-
tion entre les agents, ’observabilité du milieu, etc.

Pour 'instant, on s’intéresse spécifiquement au probléeme mentionné ci-dessus, qu’on décompose
hiérarchiquement en deux problemes :
1. Un probléme bi(multi)agent décentralisé ou le protocole de communication, de négociation
et de décision est a définir.

2. Un probléme de planification monoagent en fonction du temps, en environnement dyna-
mique et dans 'incertain.

On s’est intéressé en premier lieu au probléme monoagent. Partant du cadre des Processus
Décisionnels de Markov (MDP), on a amélioré un modele de décision intégrant une variable
temporelle explicite et continue proposé dans la littérature (le modele TMDP) et proposé une



autre formulation (SMDP+). Puis on a exploré les différentes possibilités de résolution des deux
formalismes pour parvenir a des algorithmes de résolution utilisables sur des cas concrets. Ac-
tuellement, ces algorithmes sont en partie implémentés et le travail continue pour parvenir a un
planificateur permettant de résoudre des problemes de décision dans l'incertain présentant une
dépendance explicite & une variable temporelle.

Par ailleurs, le travail de fond effectué sur les deux formalismes précédents a permis de
faire émerger la notion d’espaces d’actions continus (ou d’actions paramétriques) dans le cadre
MDP instationnaire a temps observable. Cette notion englobe les deux formalismes précédents
et propose une extension logique aux méthodes actuelles de traitement des MDP & variables
d’état continues et discretes.

Enfin, sur 'aspect biagent (ou multiagent), une premiere proposition de mécanisme en ligne
de négociation et d’amélioration de politiques a été proposé et attend la disponibilité du plani-
ficateur mentionné plus haut pour étre évaluée.

Ce rapport d’avancement s’articule de la fagon suivante. Dans un premier temps, on s’intéresse
au probleme monoagent et a sa formalisation (chapitre 1). On présente le probleme, ses aspects
et sa portée, puis on introduit les différents cadres de modélisation classiques pour arriver a
deux représentations adaptées a notre probleme, les cadres TMDP et SMDP+. On présente
alors brievement les options dont on dispose pour la résolution et on détaille plus avant les
spécificités du probléeme temporel ainsi que des situations concretes auxquelles on s’intéresse.
Puis, au chapitre 2, on présente en détail ’algorithme que 1’on a développé pour la résolution par
programmation dynamique des TMDP /SMDP+, suivi, au chapitre 3, par une méthode alterna-
tive de résolution par discrétisation optimale de la variable temporelle. Les travaux entrepris sur
les deux formalismes précédents donnent naissance au chapitre 4 a une représentation générale
des actions paramétriques continues dans le cadre MDP instationnaire, représentation qui, on
le verra, dépasse le cadre des problemes temporels et propose une extension aux problémes
généraux de MDP & variables continues et discretes. Enfin, au chapitre 5, on présente la méthode
de résolution que ’on propose pour notre probleme de décision décentralisée.



Chapitre 1

Présentation et modélisation du
probleme de planification en
fonction d’un temps explicite

1.1 Exemples de problemes dépendant du temps

Imaginons devoir planifier notre trajet dans Toulouse pour aller de 'FINRA a 'ONERA. Les
différentes options qui se présentent sont de prendre la voiture, le bus ou le métro sur différentes
parties du trajet. En fonction de ’heure, le trafic automobile peut étre plus ou moins fluide sur
certains axes, différent dans les petites rues, etc. Par ailleurs, en fonction de I’horaire de la
journée, il y a plus ou moins de bus qui circulent et ceux-ci sont — dans une moindre mesure
— affectés par le trafic routier. Enfin le métro représente une solution envisageable mais il est
malheureusement loin de la maison et il faut prévoir un trajet vers la station la plus proche. Ce
probléme, variante de celui présenté dans [BLO1], présente les caractéristiques principales des
problémes auxquels on s’intéresse :

Incertitude sur le résultat des actions: une rue barrée, un chauffeur de bus qui oublie un
arrét, un métro annulé ; on décrit le résultat d’une action entreprise dans un état donné comme
I’ensemble des résultats possibles, pondérés chacun d’une probabilité d’occurrence.

Dépendance explicite au temps: Le modele dépend explicitement de la variable “date cou-
rante” (horaires de passage des bus, dépendance entre le trafic et '’heure ...), cette derniere
est continue et observable par 'agent qui peut donc spécifier sa stratégie en fonction de I’heure
qu’il est.

Incertitude sur la date de fin des actions: 'heure d’arrivée d’un métro ou d’un bus, la durée
d’un trajet en voiture, sont sujets a incertitude.

D’autres problemes présentent ce type de caractéristiques. Un exemple que 'on retrouvera
plus loin dans le document concerne la mission d’un robot pompier devant traverser une forét
en feu pour remplir son réservoir d’eau. Cet agent dispose d’un modele d’évolution de l'incen-
die et construit son plan en fonction. Le probleme de planification des activités d’un satellite
d’observation de la Terre en fonction de ’heure de la journée peut également rentrer dans ce
cadre : I'incertitude porte sur le résultat des prises de vue et I’environnement du satellite change
continiiment avec le temps (sa position orbitale par exemple). Enfin, parmi les problemes faisant
appel a cette modélisation d’un environnement dynamique et incertain, il y a les problemes de
coordination temporelle (de rendez-vous) comme par exemple le probleme de deux entreprises



Quelle stratégie ?
A quel moment ?

Voiture ?

FiGURE 1.1 — Exemple

qui construisent ensemble un avion et qui doivent coordonner leurs actions sans qu’aucune
puisse imposer un planning & l'autre : ’exercice revient alors & maximiser un profit économique
en coordonnant au mieux sa propre stratégie de production avec 1’“environnement”, ce dernier
incluant les actions prévues par ’autre entreprise.

1.2 Modélisation

1.2.1 Des MDP aux SMDP

Afin de trouver des plans dans l'incertain, plusieurs approches existent dans la littérature.
Nous distinguons d’une part les approches qui recherchent un plan séquentiel explicite, comme
les approches de planification dans ’espace des plans partiels présentées dans [KHW95], [DHW94]
ou [ML98]. Par ailleurs, il existe des approches de recherche de politiques robustes et valuées
permettant de définir des stratégies sur tout I’espace d’états du probleme. C’est dans ce second
cadre que l'on se situe.

Afin de modéliser notre probleme, nous allons partir d’un cadre devenu classique en décision
dans l'incertain, les Processus Décisionnels de Markov (MDP) ([Put94]). Dans cette section,
nous présenterons brievement les bases des MDP puis nous verrons comment les dépendances
au temps s’expriment dans les différents modeles dérivés.

Le modele MDP

Un probleme représenté sous forme de MDP est constitué d’un espace d’états dénombrable
S, d’un espace d’actions dénombrable A, d’'un modele de transition P(s’|s,a) associant une
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FIGURE 1.2 — Illustration des transitions possibles pour une action

probabilité & chaque transition (s, a,s’), et d’un modeéle de récompense R associant une valeur
réelle a chaque transition. On peut représenter un MDP comme un graphe d’états-transitions
(figure 1.2).

Lorsqu’on cherche a construire une fonction qui indique l'action & entreprendre a chaque
étape de l'exécution, il apparait que cette action dépend de 1’état courant, de ’état initial et
de la séquence des actions qui ont mené dans 1'état courant. Ainsi, la politique (ou le plan
conditionnel) que I'on recherche semble dépendre de 'historique des actions entreprises. Sous
les hypotheses de stationnarité du probléme, on peut montrer que cette action ne dépend, pour
un probleme a horizon infini, que de I’état courant. On définit ainsi des fonctions qui, a chaque
état courant, associent une action. Ces politiques sont dites Markoviennes car elles ne dépendent
que du dernier état visité. L’objectif est alors d’optimiser ces politiques.

Pour cela, on se dote d’un critére : on cherche a trouver la politique 7 : § — A qui maximise

la fonction de valeur :
Vi=F <Z 7t5r§|80) (1.1)
6=0

Dans l'expression précédente, rj désigne la récompense obtenue a I'étape ¢ en suivant la
politique 7, et t5 désigne la date & laquelle la §'®™¢ action est entreprise. Ce critere s’appelle
“~v-pondéré” et son pendant pour v = 1 est appelé “critére total”. On peut considérer ce facteur
~ comme une probabilité de non-panne, ou encore comme une pénalisation sur les récompenses
obtenues loin dans le futur; on a garantie de convergence de la somme si v < 1 et R borné.

Dans un MDP classique, on considere toutes les durées d’action comme unitaires et on a
ts = d. Le critere précédent se traduit par une équivalence entre fonction de valeur maximale
V* et politique optimale 7* et on en tire ’équation de Bellman pour les MDP: V* = LV*:

V*(s) = max (Z P(s'|s,a) (R(s',a, s) + ’yV*(s’))) (1.2)

€A
“ s'eS

On se rameéne a une formulation plus simple en écrivant le modele de récompense (s, a)
comme la moyenne des récompenses accessibles a partir de (s, a) pondérée par les probabilités

de transition: r(s,a) = Y. P(s'|s,a)R(s,a,s’).
s'eS



On peut notamment résoudre les MDP par programmation dynamique ([Bel57]) en construi-
sant la suite des V},11 = LV, qui converge asymptotiquement vers VV*. On peut également effec-
tuer une résolution par programmation linéaire qui converge en un nombre d’itérations borné.
De nombreuses techniques ont été développées autour du cadre MDP afin de contrer le curse
of dimensionnality de Bellman ([Bel57]) qui limite la taille des probleémes traitables dans un
cadre ou on énumere tous les états. Notre propos n’est pas d’effectuer une liste exhaustive de
ces techniques, nous mentionnerons toutefois les techniques d’exploitation d’une décomposition
de lespace d’états présentées dans [HMKT98], [Par98], [DL95] et [Sab02]. Par ailleurs, la
représentation sous forme de variables d’état, discrétes ou continues et la représentation fac-
torisée du probléme associé ont été abordés dans [BDG99], [HSHBO0O0]. La résolution par pro-
grammation linéaire des problemes factorisés est abordée dans [HK04] et [GHKO04]. Enfin, des
approches de hiérarchisation de ’espace d’actions permettant une exploitation dans le cadre de
Papprentissage par renforcement ont été développées notamment dans [Die98] et [Die00)].

Le modele MDP permet donc de considérer des actions de durée unitaire dans un environ-
nement stationnaire. L’optimisation d’'un MDP (par programmation dynamique par exemple)
sur un horizon infini (donc avec un nombre de “coups” infini) détermine une fonction de valeur
V*(s) qui représente ’espérance des gains atteignables a partir de tout état s.

A partir de cette base de modélisation, on va chercher & prendre en compte les durées
incertaines des actions dans le modéle.

Le modeéle SMIDP

Le modele des Processus Décisionnels Semi-Markoviens ou SMDP ([Put94]) integre la notion
de cout de durée d’action. Il enrichit le modele MDP en transformant le modele de transition en
une fonction Q(7, s'|s,a) qui décrit la densité de probabilité que la prochaine décision soit prise
7 unités de temps dans I'avenir, dans I’état s’, sachant qu’on entreprend actuellement 1’action a
dans Détat s. On décompose généralement la fonction Q en: Q(7, s'|s,a) = P(s'|s,a)- F(7|s,a),
cela traduit une hypothese forte sur le modele : on suppose la durée de transition indépendante
de I'état d’arrivée. On définit également les fonctions de taux de cott ¢(s, a, s).

Le modele SMDP consideére en fait deux processus distincts hiérarchisés [Put94]: un pro-
cessus réel de “bas niveau” qui comporte tous les états temporaires que traverse le systeme et
le processus de “haut niveau” qu’on étudie (le SMDP lui-méme). Le processus de bas niveau
permet une description fine des différents taux de cotit (par unité de temps) appliqués a I’agent
pendant une transition du processus de haut niveau. Les deux processus concordent aux dates
de décision. Le SMDP peut étre vu comme une version hiérarchisée de ces deux processus. Les
deux processus sont liés par la fonction p(jlt, s,a) qui donne la probabilité que le processus réel
soit dans I’état 7, t unités de temps apres avoir pris la décision a au point s. L’étude du modele
de récompense du processus réel permet de définir une fonction de récompense du SMDP k(s, a)
sous la forme:

k(s,a) =r(s,a)+ /000 Z [/Ou vie(g, s,a)p(ilt, s, a)dt| F(duls,a) (1.3)

jes

Et I’évaluation de la politique devient :

V7™(s) = kx(s) + Z /OOO VTS - Qr(dT, 8']s) (1.4)

s'eS
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On a alors, avec mx(j|s) = [;° 7" - Q(d7,s'|s):

V*(s) = max{r(s, a) + > m(s|s,a)V*(s)} (1.5)
s'es

On est donc ramené a la résolution d’'un MDP classique. On remarque qu’en introduisant une
durée de transition entre états, on a pris en compte des colits de transition associés a cette
durée. Cependant, le modele que 'on considere est toujours stationnaire et ne permet toujours
pas de représenter notre probleme initial. En effet, c’est le modele lui-méme qui doit dépendre
explicitement du temps. Pour cela la variable temps doit étre rendue observable pour qu’on
puisse planifier en fonction d’elle. Prendre en compte des durées d’action ne suffit pas, il faut
pouvoir observer la date courante, on cherche donc des modeles qui étendraient le cadre MDP
aux problemes instationnaires.

D’autres approches de prise en compte d’une variable temporelle

D’autres approches — ne prenant pas en compte les trois aspects, d’incertitude sur le résultat
des actions, d’incertitude sur la durée des actions et de dépendance du modele aux temps —
proposent des solutions dans des cadres différents. On peut notamment citer les algorithmes de
recherche de plus court chemin ou les Stochastic Time Dependent Network (STDN, [WFL95])
qui s’inscrivent dans le cadre de transitions déterministes. Les deux seuls modeéles proposés a ce
jour qui integrent les trois aspects évoqués ci-dessus sont — a notre connaissance — le modele
SMDP+ et le modele TMDP, présentés dans les deux sections suivantes et dont I’équivalence
est démontrée par la suite.

1.2.2 Le modéle SMDP+

Le modele SMDP+ constitue la premiere contribution de la these. Il s’inspire du modele
SMDP et cherche & y intégrer les deux aspects suivants:

— La dépendance explicite a la date courante dans le modele de transition et de récompense

— La dépendance possible entre état d’arrivée et durée de transition.

Précisons ce dernier point : dans le modele SMDP, lorsque l'on écrit Q(7, 8'|s,a) = P(s'|s, a)-
F(7|s,a), on suppose implicitement deux choses :

— Le modele est stationnaire (pas de dépendance en t dans Q)

— la durée 7 de la transition et I’état d’arrivée sont indépendants.

Partant de ce constat, on définit un SMDP+ comme un quadruplet < 3, A, Q, R >:

— ¥ un espace d’états o = (s,t) augmenté qui se décompose en :
— Un espace d’états discrets s € S
— Un axe du temps continu ¢t € R

— A un espace d’actions discretes

— Q(0'|o,a) une densité de probabilité de transition qui se décompose en Q(o'|o,a) =
P(s|s,t,a) - F(t'|s,t,a,s)

— R(0’,a,0) une fonction de récompense.

Une politique sur un SMDP+ se définit comme une fonction de R x S dans A et on évalue
une telle politique selon 1’équation :

11



(o]
V(o) = Z / (r(s,t+7,7(0),0) + ¥ V™(d')) - F(r|o,w(0),s")P(s'|o, m(0))dr = LL(V™) (o)
s'eS

(1.6)

On peut remarquer qu’une faiblesse du modele SMDP+ réside dans ’absence d’une action
“attendre” clairement définie. En effet, on peut définir des actions “attendre 7 secondes” ou
“attendre jusqu’a T” (définir une action revient & savoir écrire les fonctions P, F' et R corres-
pondantes) mais on ne peut pas définir d’action “ne rien faire” car alors on ne saurait pas écrire
la fonction F' correspondante (on peut toutefois définir une dynamique d’état P et une fonction
de cotit R). On verra en section 1.4, et plus spécifiquement en section 1.4.4, comment on peut
contourner ce probléeme et réintroduire une action “ne rien faire” ou une action “attendre une

date ou il faut agir”.

Pour l'instant, on se contente de définir une politique plus généralement : on définit un es-
pace d’actions augmenté A+ = AU{attendre} et on définit une politique 7 comme une fonction
de S x R dans A+. Appliquer la politique revient & exécuter l'action 7(s,t) en s a U'instant ¢.
On abordera le probléme du critére d’optimisation de la politique et la cohérence avec le modele
a la section 1.4.

Le modele TMDP est une spécialisation au modele SMDP+ dans le cadre du critere total
et de certaines formes de fonctions de transition, récompense et densités de probabilités. 11 a
été proposé par [BLO1], nous 'abordons & la section suivante.

1.2.3 Le modeéle TMDP

Le modele TMDP décompose chaque transition issue d’une action a entreprise en s en une
série de réalisations possibles i, chaque réalisation désignant un état d’arrivée et une description
de la durée de transition. Formellement, un TMDP se définit comme:

— S': un espace d’états discret.

— A un espace d’actions discret.

— M : espace discret de réalisations p = (s;“ T,,P,):

— ), étant un état résultant.

— T, étant un booléen indiquant si la distribution P, porte sur des dates ou des durées.

— P,(0) étant une densité de probabilité décrivant la probabilité que la réalisation se
finisse & t = 0 si T, = ABS ou apres un temps 7 = 6 si T), = REL.

— L(uls,t,a) décrit la probabilité de réaliser f.

— R(u,t,t") décrit la récompense associée a la réalisation p, commencgant en ¢ et finissant

en t'.
— K(s,t) décrivant le colt instantané associé a l'action “attendre” dans l'état s.

La dynamique d’'un TMDP est illustrée figure 1.3. Dans 1’état s, entreprendre 'action a;
permet d’atteindre la réalisation p; avec une probabilité 0.8 et p2 avec une probabilité 0.2. p;
décrit le passage vers sp et la date de fin de transition est donnée par P, tandis que po décrit
I’échec du départ de s; avec une durée donnée par P,,.

Afin d’assurer le sens physique de la modélisation et la cohérence du modele, il est important
d’imposer que la date t a laquelle on déclenche une réalisation u soit inférieure a toutes les dates
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5, 0.2
P., T,, = ABS

1, 0.8
e@ @ |_|PH2 T,., = REL

FIGURE 1.3 — TMDP - éléments de base

de fin possibles pour cette réalisation. De fagon plus formelle, si on pose:
Dep,u,s,a = {t € R/L(N’37t7 a) # 0}7

Myps ={p € ]W/T:u = ABS} et

Arr, ={t' e R/P,(t') # 0}, alors:

V(i,s,a) € Maps x S x A, Vt&€ Dep,, ., Yt'e€Arr,, t<t.

Tout comme le modele SMDP+, le modele TMDP n’integre pas d’action “attendre” claire-
ment définie. La dynamique de ’état peut étre rajoutée au modele, ainsi que le colt instantané
de l'action “attendre”, mais on ne peut pas y définir de densité de probabilité P,.

Dans le cadre TMDP, on cherche des politiques sous la forme suivante : une politique TMDP
est une fonction qui, & chaque paire (s,t) € S x R, associe une paire (t',a) € R x A indiquant
qu’en s, a la date t, il faut attendre la date ¢ pour entreprendre a.

Une question qui se pose immédiatement concerne les différences et I’éventuelle équivalence
des modeles SMDP+ et TMDP, ainsi que 1’équivalence des politiques SMDP+ et des politiques
TMDP. Le premier point sera discuté a la section suivante ; le second nécessite de définir plus
précisément le critere d’optimisation pour pouvoir comparer des politiques optimales et sera
prouvé a la section 1.4.2.

1.2.4 Equivalence des modeles SMDP+ et TMDP

Tels qu’ils ont été présentés, il est quasi-immédiat de remarquer I'équivalence entre les
modeles SMDP+ et TMDP. Cela apparait d’autant plus nettement en écrivant que tout TMDP
est un SMDP+ que l'on écrit :

P(syls,a,t) = L(uls,a,t) (1.7)
F(t,|87aat>‘s;) = Pu(t,)
R(s,t,a,s,,t') = R(utt)

On illustre ainsi ’équivalence des deux formulations et le fait que la formulation TMDP re-
pose sur la factorisation des transitions par les actions, plus spécifiquement : une transition est
consituée d’abord par le choix d’une action, suivie par ’occurrence d’une réalisation prise parmi
les réalisations atteignables, qui elle-méme meéne enfin vers un état résultant de la transition
(comme illustré a la figure 1.3).

La notation TMDP sera conservée par la suite pour sa simplicité et pour l'intérét que
représente la variable T),. En effet, I'usage de 7T}, (possible en TMDP comme en SMDP+) per-
met de spécifier des durées de transitions dépendant de la nature de agent (I’action “un pas en
avant” prend une durée de 3 secondes) mais aussi des événements exogenes (I’action “prendre
le métro” se termine a la date 9h10, indépendante de la date de début d’action, a la condition
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qu’on ait pu effectivement monter dans le métro).

1.3 La particularité de la variable temporelle

Les exemples et les modeles présentés précédemment mettent en évidence le fait que des
problemes que l'on sait traiter dans un cadre stationnaire présentent de nouvelles difficultés
dans un cadre instationnaire. Le traitement d’un temps continu, variable observable par ’agent,
sort un peu des cadres classiques dans lesquels on pourrait chercher a le ranger. Est-ce une res-
source ? Si oui, alors elle n’est pas bornée, ou alors c¢’est qu’on travaille & horizon fini. Mais alors
qu’est-ce que I’horizon ? S’agit-il d’'une date de fin de mission ou d’un nombre d’actions que
I’agent peut entreprendre ? Le temps est-il une variable d’état 7 Alors on doit pouvoir mettre en
évidence 'effet des actions dessus. Toutes ces questions proviennent en partie d’une imprécision
d’appellation qui a été mise en évidence par les derniers développements de la these et dont 'ex-
plication constitue I'ouverture aux modeles plus généraux présentés a la section 4. On va tout
d’abord s’attacher & cerner cette variable temporelle en fonction de laquelle on veut planifier.
Puis on s’interrogera sur les valeurs qu’elle peut prendre et sur la notion d’horizon. Enfin, cette
discussion permettra de définir sous quelle forme on cherche le plan-solution de nos problémes.

1.3.1 Trois sens différents pour une méme variable ?

Des techniques de résolution de MDP & variables continues existent dans la littérature. Ce-
pendant, peu d’entre elles, a notre connaissance, s’attaquent a la variable temporelle continue
quand elle n’est pas a horizon borné. De fait, le temps est une variable quelque peu déroutante
car c’est la seule qui peut potentiellement affecter notre critere (via I’exposant du v dans un
critére y-pondéré), mais qui reste une variable d’état puisqu’elle constitue une variable interne,
observable par ’agent, nécessaire a la prise de décision, et enfin qui constitue une variable non
controlable qui ne fait que croitre lors de I’exécution.

En fait, il faut bien séparer les différents “temps” que 1’on considere :

— On considere le temps de la chaine de Markov, celui qu’on a pris soin de noter § a la
section 1.2.1. Ce temps est discret, il représente la succession des instants de décision. En
ces différents instants de décision, les variables d’état, continues ou discretes prennent
des valeurs données lors de ’exécution.

— La variable d’état temporelle ¢t. Cette variable d’état est une variable continue mais non
bornée (car on souhaite planifier & horizon infini), on ne la considére donc pas comme
une ressource mais bien comme une variable représentative de ’état de ’agent.

— Enfin, il y a le temps de 'action “attendre” qui n’est ni une variable d’état, ni le temps
de la chaine et qui correspond, en fait, au parametre de 'action continue “attendre”.

La variable temporelle couple ainsi des aspects non controlables (le temps de la chaine)
et des aspects contrdlables (I'état du systéme). On peut retrouver cette caractéristique dans
une moindre mesure sur d’autres variables d’action continues comme la position dans le cas
d’actions de déplacement, mais sans affecter la dynamique de la chaine. Cette discussion sera
poursuivie a la section 4 ou 'on étendra le travail effectué sur la planification en fonction d’un
temps continu explicite a la définition d’espaces d’actions continus.
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1.3.2 Notion d’horizon, de pseudo-horizon

Le second aspect qui rend la variable temporelle particuliére par rapport a une autre variable
continue réside dans le fait que son domaine de définition est potentiellement non borné.

En effet, lorsqu’on entreprend de construire un modele de décision dans 'incertain en fonc-
tion d’un temps explicite et continu, la premiére question qui se pose est celle de ’horizon de
planification et de I’horizon temporel. Il est important de faire la différence entre la succession
des instants de décision qui, en fait, correspond au nombre d’actions entreprises (au temps de
la chaine de Markov lors de I'exécution), et la variable “date courante”, continue, observable et
croissant indépendemment de I'action de I’agent. A horizon de planification fini, ¢’est-a-dire en
cherchant une séquence de N actions consécutives, il peut étre acceptable de considérer un temps
discrétisé suffisamment finement pour correctement représenter notre probleme. Cependant, on
souhaite conserver au systeme la possibilité d’entreprendre un nombre d’actions non borné et
on cherche donc des solutions a horizon infini, d’autant que l'incertitude introduite a ’origine
dans le modele MDP induit la possibilité de cycles et donc qu’on se sait pas nécessairement le
nombre de pas nécessaires pour parvenir au but.

On s’intéresse donc a la modélisation de notre probléme a horizon de planification infini.
La connaissance de l'instationnarité du probleme s’étend jusqu’a une date dans ’avenir que
Pon note T et que 'on appelle pseudo-horizon temporel. Au dela, le probléeme est considéré
stationnaire. On note immédiatement que dans le cadre d’une planification en ligne ou d’un ap-
prentissage du modele, ce pseudo-horizon est glissant et c’est principalement dans cette optique
(dans l'optique, par exemple, d’un besoin de réparation de la politique courante, ou d’exten-
sion) que I’on considere des problémes a horizon de planification infini et & pseudo-horizon connu.

Partant de ce constat, on peut considérer alors que planifier en fonction du temps revient
a planifier dans un cadre entierement stationnaire avec une ressource “temps restant” qui vaut
T dans I’état initial et spécifier ainsi les modeles de transition et de récompense en fonction de
cette ressource. On peut alors mettre en oeuvre des méthodes approchées de résolution de MDP
a espace d’état continu comme ceux présentés dans [YS04], [MBB105] ou [GHKO04].

Cependant, on souhaite conserver a la variable temporelle sa place a part et mettre en
évidence ses spécificités dans ’algorithme de planification. La principale difficulté qui se pose
alors vis-a-vis d’un probléme a variables continues réside dans la situation particuliere de I’action
“attendre”. Il est parfois préférable, dans une stratégie donnée, de ne rien faire & un moment
pour gagner plus, plus tard. Il y a donc un intérét a disposer d’une action “attendre”, cepen-
dant, sa définition pose probleme. En effet, toute action définie dans un MDP est décrite —
via le modele de transition — par ses effets sur les variables du probléme. Par exemple, ’action
“prendre la route A” est décrite par les distributions de probabilité sur son effet sur I’état du
systeme en fonction de I'état de départ (le changement de position sur la carte). Pour l'action
“attendre”, on ne peut pas écrire de fonction de transition car il manque un parametre: la
durée de I'attente. On verra en section 4 comment cette réflexion peut s’étendre a d’autres va-
riables continues. Les deux méthodes de résolution proposées pour le modele SMDP+ / TMDP
proposent une solution a cet écueil de modélisation de nos problémes instationnaires a temps
continu.
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1.4 Méthodes de résolution

A présent que l'on a présenté le type de problémes auxquels on s’intéresse et introduit les
différentes approches de modélisation, on va s’attacher a proposer des méthodes permettant
de générer des plans, optimaux vis-a-vis d’un critére, qui permettent d’atteindre le but que la
planification s’est fixé.

On propose dans les sections suivantes trois approches différentes. Dans un premier temps,
on cherche a effectuer une résolution par programmation dynamique sur le probleme TMDP
(section 1.4.1). De cette résolution, on tire une preuve d’équivalence (section 1.4.2) des poli-
tiques SMDP+ (introduites en section 1.2.2) et TMDP (section 1.2.3, ou la question avait été
introduite). Puis on propose un cadre de résolution par programmation linéaire (section 1.4.3)
et on présente enfin une méthode de discrétisation du temps dans le cadre SMDP-+ qui permet
un traitement par programmation dynamique (section 1.4.4).

1.4.1 Programmation dynamique

On cherche a résoudre un probleme posé sous forme de TMDP par programmation dyna-
mique. On cherche donc a optimiser une politique via une équation de Bellman traduisant un
critere d’optimalité. L’idée est de trouver de fagon itérative la fonction de valeur optimale. On
étend 1’équation de Bellman au modele TMDP selon les équations suivantes :

Vs, t) = sup < ' K(s,0)df + V (s, t')) (1.10)

V(s t) = mag Q(s,t,a) (1.11)

Q(s,t,a) = Z L(pls,t,a) - U(p,t) (1.12)
pneM

Joo0 Put)[R(p, t, ) + V (s}, )] dt! si T, = ABS
J°5 But = O)[R(u, t,¥') + V(s),, ")]dt' si T, = REL

—00

Up,t) = { (1.13)

La premiere équation indique que la valeur en s a t correspond au maximum de gain que ’on
peut espérer obtenir en attendant jusqu’a ¢’ puis en agissant. En effet, d’apres les trois équations
suivantes, V (s,t) représente le maximum de la valeur que 1’on peut espérer obtenir en agissant
immédiatement a t. Ainsi la résolution par programmation dynamique d’un TMDP alterne une
phase d’optimisation d’un processus ou on agit immédiatement et un calcul de la durée optimale
de I'attente avant d’agir. On obtient alors une politique 7(s,t) = (', a) qui indique qu’en s, & t,
Paction & entreprendre est “attendre jusqu’a ¢’ puis entreprendre a” (on note qu’on peut avoir
t' = t). Cette approche traduit en fait une optimisation selon le critére total ou la récompense
obtenue a chaque coup s’écrit :

tr

ry = K (ss,0)do +R(S5,t5,t;i) (1.14)

ts
Afin d’étendre le modele a des cas plus réalistes, on peut définir une fonction W : S xR? — S
décrivant la dynamique d’état lors des phases d’attente. L'état s’ = W (s, t,t’) représente 1'état
dans lequel on se trouve lorsqu’on a attendu, en s, a t et jusqu’a t’. L’équation 1.10 se réécrit

alors:

t/

V(s,t) = sup ( K (W (s,t,0),0)d0 + V(W (s,t,t), t')) (1.15)
t

t'>t
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FIGURE 1.4 — Equivalence des politiques SMDP—+ et TMDP

L’étude complete de ce cadre de résolution est présentée a la section 2, notamment les
améliorations que nous avons apportées a la méthode proposée par [BLO1], les différentes preuves
d’existence de solutions, ainsi que la discussion sur les cas de résolution exacte ou approchée.

1.4.2 Equivalence des politiques SMDP+ et TMDP

A présent qu’on dispose d’une caractérisation des politiques TMDP, on peut s’attacher a
répondre a la question posée en section 1.2.3: a-t-on équivalence entre les politiques définies
dans le cadre SMDP—+ et TMDP ? Une politique SMDP+ est donnée sous la forme “& chaque
instant il existe une action optimale a entreprendre, cette action peut éventuellement étre ’ac-
tion “ne rien faire” 7 ; en permanence 'agent se réfere a sa politique pour savoir ce qu’il doit
faire (éventuellement rien) et des qu'il a fini son action en cours, il recommence. Une politique
TMDP, au contraire, définit en (s,t) des actions “attendre jusqu’a t”” pendant lesquelles agent
n’agit pas et ne remet pas en cause son action de “ne rien faire”, puis entreprend une action. Le
probléeme de I’équivalence de ces deux descriptions de la politique revient a montrer que quel
que soit l'instant ¢” entre t et ¢, 'action de la politique SMDP+ est bien “ne rien faire”, ou
encore que quelle que soit la date ¢’ que ’on considére entre t et ¢/, la politique TMDP trouvée
stipule qu’en (s,t”) il faut “attendre jusqu’a ¢’ puis agir” (le ¢’ et Paction étant les mémes que
pour la politique considérée en t). On va s’attacher a prouver ce second point.

Pour clarifier les choses, prenons un exemple illustré figure 1.4 : supposons que 1’on se trouve
dans Iétat s a la date £1. La politique SMDP+ nous dit que I’action & entreprendre est ’action
“ne rien faire”. Un observateur qui anticipe la politique remarque également que I’on commence
a effectuer laction a a la date T (entre temps l'action & effectuer est toujours “ne rien faire”).
Par ailleurs, la politique TMDP nous dit que l'action a entreprendre est “attendre la date T}
puis effectuer a”. En écrivant 1’équivalence des modeles (équations 1.7 & 1.9) puis I’équation
de Bellman pour le critére total (équation 1.6), on trouve que 7' = Tj. La principale question
pour montrer I’équivalence entre les politiques SMDP+ et TMDP est de savoir si, en prenant
une date ty entre t; et T7, la politique TMDP (7%, a’) en t2 est bien cohérente avec la politique
SMDP+, c’est-a-dire si T = T} et a/ = a.

L’équivalence des actions a entreprendre en to est immédiate grace a ’équation 1.11: que
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politique SMDP+: “ne rien faire” a

tl[ to ] T(S, tl) [ T(s, t2) = T(S, tl) 7]

politique TMDP: (T'(s,t1),a) (T'(s,t2),a)

FIGURE 1.5 — Le probléeme de ’équivalence formalisé

I’on considere la politique en £; ou en to, si la date T5 est bien la méme que 17, alors 'action
a entreprendre sera l’action spécifiée par la fonction V(s,T7). Il faut donc prouver que la date
que 'on attend pour agir est bien la méme, que ’on se situe a ¢t ou a ts.

Pour cela on introduit la fonction T'(s,t) :
SxR — R

T(st): (s,t) — a?“gsup{ t,K(S79)d9+V(S7t,)}

(1.16)

t>t

On cherche alors a résoudre le probleme :

Probléme. Soient un état s et une date t1 telle que T(s,t1) > t1.
Soit une date ty € R telle que ty € [t,T(s,t1)].
A-t-on T(S, tg) = T(S, tl) ?

Ce probleme est illustré a la figure 1.5, il est équivalent au probleme de la figure 1.4.
tl

t’ _ to —
Preuve. On a K(s,0)d0 +V (s, t') = K(s,0)d0 + | K(s,0)d0+ V(s,t').

t1 t1 t2

t/ t
Or T'(s,t1) > ty donc argsup{ K(s,0)do —I—V(S,t')} = argsup{ K(s,0)do —I—V(S,t')}.

t'>t1 t1 t'>to t1
Donc:
t/
T(s,t1) = argsup K(s,0)d0 +V (s,t)
/>t t
to t/ o
= argsup K(s,0)df + K(s,0)d0 +V (s,t")
t'>to t1 to
to
Or K (s,0)df est constante par rapport a t', elle n’affecte donc pas 'argsup. Et donc:
¢
1 " B
T(s,t1) = argsup K(s,0)d0 +V(s,t') p.
t'>ta ty
Soit: T'(s,t1) = T(s,t2). O

On prouve ainsi que deux politiques optimales (selon le méme critere) TMDP et SMDP+
sont équivalentes et que les deux formulations se valent. Afin d’étendre encore cette équivalence,
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il faudrait effectuer cette preuve avec la fonction de dynamique d’état W (s',¢,¢') mais ce cas
plus général est pris en compte dans la discussion globale de la section 4.

1.4.3 Programmation linéaire

Une alternative a la résolution par programmation dynamique se situe dans les approches
par programmation linéaire. On peut montrer [Put94], [HK04] qu’optimiser un MDP standard
avec critere y-pondéré se ramene a résoudre le probleme linéaire :

miny_ V(s)
S
Vse S\Vae A, V(s)—~- > P(s|s,a)V(s) —r(s,a) >0
s'eS

Cette approche est particulierement intéressante dans le cadre de ’approximation de la fonc-
tion de valeur d’'un MDP factorisé. Dans la littérature, les travaux de [HK06, GHK04, FDMW04]
utilisent la programmation linéaire approchée (ALP) pour résoudre facilement des problémes
de grande taille a variables d’état continues et discretes. Etendre ces travaux au cadre temporel
fait partie des objectifs futurs de la these.

1.4.4 Discrétisation par optimisation de ’erreur de Bellman

L’idée qui motive cette approche de résolution se formule de la fagon suivante: on a vu
au 1.4.2 que les formulation des politiques SMDP—+ et TMDP étaient équivalentes, la poli-
tique optimale 7* présente donc des intervalles temporels sur lesquels 'action a entreprendre
immédiatement est la méme (éventuellement cette action peut étre de ne rien faire). Peut-on
alors chercher une discrétisation de la droite temporelle en intervalles distincts, puis résoudre
notre probleme dans un cadre discret, ’espace d’états étant alors constitué des états discrets
auxquels on adjoint une variable “intervalle courant” prenant ses valeurs (en nombre fini) parmi
les intervalles qu’on aura spécifiés 7 La discrétisation a priori en une grille arbitraire entraine
une erreur qui peut étre grossiere sur la résolution du probleme tout en augmentant inutilement
la taille de ’espace d’état. La solution que I'on propose est de chercher les dates de décision
optimales pour chaque état et de définir une variable d’intervalle dont on apprend les valeurs
au fur et a mesure de I'exécution. Cet apprentissage se fait en évaluant l'erreur de Bellman
temporelle pour chaque état (I'erreur de Bellman temporelle sera définie un peu plus loin). On
définit ainsi exactement le nombre de points de discrétisation qui nous sont nécessaires et, par
un processus de programmation dynamique, on cherche a faire converger en méme temps ces
points de discrétisation vers les bornes des intervalles de définition de la politique optimale et
la politique courante vers la politique optimale.

Le fonctionnement général de I’algorithme suit le schéma présenté figure 1.6. Initialement, on
considére une variable d’intervalles temporels discréte que 'on note T' et qui n’a qu’une valeur :
I'intervalle [0; +o00[ (la date 0 désignant la date de début d’exécution). On construit un modele
discret déerit par des fonctions P et R déduites du modéle continu fourni en entrée du systéme
et on résout le MDP M dont l'espace d’états correspond & 'espace d’état discret du systeme
augmenté de la variable T. Puis on prolonge la politique # obtenue sur la variable temporelle
continue et on cherche, par état s, la date #5 ou 'erreur de Bellman (la quantité dont on peut
améliorer la politique courante en optimisant sur un coup) est la plus grande selon le modele
continu. On augmente alors 7 en insérant les {, dans les intervalles déja définis et en fusionnant
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Optimisation[ politique discrete ]

7(8)
modele

2 continu

8, S, 4, ?
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erreur de Bellman ( siteT
ts = argmazx BE™ (s,t) fe——"— T [
argERaI (%) BE™(s,t) \_ m(s,t) =7((s,T))

FIGURE 1.6 — Amélioration itérative de la politique

les intervalles consécutifs sur lesquels est définie la méme action. On prolonge 7 sur ce nouveau
T et on met & jour les fonctions P et R. On recommence alors le processus: optimisation de
M, définition de 7 sur la variable ¢ continue, recherche de la date ou l'erreur de Bellman est la
plus grande, etc.

Le détail du fonctionnement de cet algorithme a été introduit dans [RGT06] et est présenté
section 3.

On note que, parce que cet algorithme traite des variables d’état plutét que des états
énumérés, il se préte bien a un traitement sous forme factorisée ([BDG99]). Par ailleurs, son
fonctionnement est “anytime” : on dispose & tout moment d’une politique dont la valeur s’ac-
croit avec le temps.

La faiblesse de cet algorithme réside dans la difficulté d’évaluer la fonction de valeur continue
de 7. Cependant, c’est I’écueil des modeles trop génériques: en rajoutant des hypotheses sur
la forme des fonctions de ¢ on peut faciliter cette évaluation. Par ailleurs cette évaluation est
surtout cotiteuse a la premiere itération, la fonction de valeur de I'itération précédente peut étre
mémorisée et prolongée pour servir de base pour la recherche de I'erreur de Bellman maximale
a l'itération suivante.

L’action “attendre” est introduite dans la résolution en la définissant uniquement dans le
modele discret qui fait passer d’une valeur de T' & la suivante. On peut raffiner le modele en
spécifiant une dynamique d’état pendant I'action “attendre”. Cette dynamique est alors ac-
tualisée en méme temps que le MDP M. On peut ainsi obtenir des politiques qui préconisent
d’attendre dans un intervalle de temps donné, puis d’agir.

1.5 Description TMDP / SMDP+ de probléemes typiques: ca-
ractéristiques communes

A présent que l'on dispose des principes généraux des méthodes de résolution, on peut
s’intéresser a caractériser les différentes fonctions utilisées dans les modeles (comme P, par
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L(uls,t,a)

JANAWAY

9h10 9h20 9h30 t

FIGURE 1.7 — Exemple de fonction L(u|s,t,a)

exemple) afin de spécialiser ces derniers pour améliorer 'efficacité des méthodes de résolution.
Afin de simplifier les notations, on se placera dans le cadre TMDP.

Considérons en premier la fonction L(u|s,t,a). Cette fonction de ¢ décrit la probabilité de
réaliser p sachant s et a en fonction du temps. Dans le cas des exemples présentés en section
1.1 on remarque que cette fonction est généralement réguliere, définie par morceaux, la figure
1.7 illustre par exemple la probabilité de déclencher la réalisation “en route par le train vers
I’ONERA” en fonction de la date courante, les trains passant approximativement toutes les 10
minutes entre 8h00 et 8h30. On note qu’une approximation sur la base de fonctions polynémiales
définies par morceaux permet une représentation pertinente. [BLO1] propose une modélisation
via des fonctions constantes par morceaux, nous verrons a la section 2 comment nous étendons la
résolution a toute fonction polynomiale par morceaux et nous ouvrirons sur une représentation
sur d’autres bases de fonctions que des fonctions polynomiales.

La fonction P, décrit, elle la densité de probabilité de la durée d’une transition ou de sa
date de fin (selon la valeur du parametre 7),). Dans [BLO1], cette densité est nécessairement
représentée comme une somme de fonctions de Dirac (distribution discréte). Nous avons sou-
haité pouvoir décrire des phénomenes dont la durée est incertaine et ou l'incertitude porte sur
un parametre de durée continu. En effet, la durée du trajet en bus entre la maison et 'TONERA
est décrite par un continuum de valeurs possibles, chacune associée a une densité de probabi-
lité. De méme, la prise de vue du satellite peut étre génée par une couverture nuageuse dont
la durée d’effet est décrite par une densité de probabilité sur une variable continue. On a a
notre disposition plusieurs types de distributions classiques pour décrire des densités de pro-
babilité sur des variables continues, en fonction des probléemes, on peut souhaiter utiliser des
distributions Gaussiennes, Béta, Exponentielle, etc. Cependant il est important de considérer la
question de savoir comment on va traiter ces distributions dans nos algorithmes. Notamment,
il est important de voir comment on va calculer la convolution de P, avec R dans I’équation de
programmation dynamique 1.13. Nous avons pris le parti d’approcher toute distribution conti-
nue par une distribution polynoémiale définie par morceaux. Nous verrons au 2.1 comment cette
orientation se justifie. Pour 'instant nous notons simplement que c’est un choix de modélisation
peu contraignant et qu’il n’exclut pas ’extension éventuelle aux distributions classiques dans le
futur.

La fonction R(u,t,t") décrit la récompense qu’on obtient en réalisant p entre ¢ et t'. On peut
assez souvent découpler les récompenses associées au début d’une transition de celles obtenues

a la fin ou encore de celles dépendant de la durée. Nous prenons donc le parti, comme [BLO1],
de décomposer la fonction R en une somme de trois fonction :

R(p, t, ') = re(p,t) +ro(p, t)) +re(p, t’ —t) (1.17)
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Cette décomposition effectuée, on peut s’intéresser a la nature des fonctions r ainsi définies.
Il apparait que pour r; ou ry, les récompemses sont souvent des fonctions du temps constantes
par morceaux. Cependant, pour définir la récompense associée a une arrivée a la maison le soir
quand le match de football est déja commencé, on peut avoir besoin d’utiliser une fonction
linéaire de t/, voire, si on considére que les premiéres minutes sont plus importantes, d’une
fonction présentant plus de variations. Nous verrons en section 2 que 'hypothese de [BLO1]
d’avoir des r linéaires par morceaux est extensible a toute fonction polynémiale par morceaux.
Le méme raisonnement est fait pour les fonctions 7.

Il reste enfin la derniere fonction continue du temps du modele TMDP : K (s, ). Cette fonc-
tion définit le colt instantané associé a 'action “ne rien faire” dans l’état s a la date ¢. La
principale utilisation de K réside dans une fonction de cout de consommation (de carburant
par exemple). On aura donc souvent des K constants par morceaux. Il est important de no-
ter toutefois que dans la méthode que l'on introduira a la section 2, K peut étre n’importe
quelle fonction polynoémiale définie par morceaux. Pour simplifier I’écriture, on la considérera
constante par morceaux dans la suite.

Il y a une derniere fonction qui dépend du temps dans nos modeles, il s’agit de la fonction
de dynamique d’état W (s, t,t'). Cependant cette fonction est en fait une fonction discréte : sur
certains intervalles elle prendra la valeur discréte s, sur d’autres, la valeur sj. Sa spécification
n’est donc pas sujette a ambiguité.

1.6 Conclusion sur la spécialisation du modele choisi et les ap-
proches de résolution

Dans cette premiere partie de modélisation, on s’est intéressés a des problemes types de
planification ou ’agent doit se coordonner avec son environnement en fonction d’une variable
temporelle explicite et observable (1.1). Une description des probléemes rencontrés a permis de
mettre en évidence un manque dans les modeles classiques pour ce type de probleme (1.2.1,
1.2.1 et 1.2.1). On a alors proposé un nouveau modele (SMDP+, 1.2.2) et ’amélioration d’un
modele existant (TMDP, 1.2.3) afin de prendre en compte les particularités de la variable tem-
porelle. On a démontré 'équivalence des deux formulations introduites (1.2.4). On s’est alors
attachés, avant d’aller plus loin, & bien comprendre ce qui distingue le temps d’une autre va-
riable continue (1.3). Cela a permis de définir des méthodes de résolution (1.4) inspirées des
méthodes classiques et d’en proposer une spécifique (1.4.4). Enfin, sur la base de ces méthodes,
on est revenu vers le cas pratique afin de définir plus précisément la forme des fonctions avec
lesquelles on va travailler et pour vérifier que nos méthodes sont bien adaptées a une résolution
d’un cas pratique (1.5).

Dans la derniére section, on a beaucoup insisté sur la modélisation par polyndémes définis
par morceaux. Cette approche — justifiée mathématiquement a la section 2 — nous permet
d’évaluer et d’approcher, & moindre frais calculatoires, toute fonction continue par morceaux
de R et nous assure donc une faisabilité de modélisation. Un aspect qui a été assez peu abordé
concerne les intégrations possibles des techniques “classiques” MDP dans nos méthodes de
résolution (décomposition, factorisation, hiérarchisation, approches heuristiques, ... ). Il semble
qu’il n’y ait pas de difficultés majeures a les utiliser ou les adapter, cependant ce travail releve
encore des perspectives.
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Enfin, pour conclure sur cette partie, il est intéressant de se replacer dans le cadre biagent
(ou multiagent) de la theése et de voir 'intérét de disposer d’algorithmes de coordination en fonc-
tion d’une référence temporelle commune entre deux agents. En effet, nos deux agents devant
coopérer en situation dangereuse (I'incendie par exemple) vont devoir coordonner leurs actions
avec I’environnement dynamique et entre eux, on développera donc les détails des méthodes de
résolution dans les sections suivantes en gardant a ’esprit que ces algorithmes sont destinés a
étre inclus dans un cadre coopératif biagent (ou multiagent) et qu'ils devront donc étre prévus
pour des contraintes de fonctionnement “en ligne” comme des possibles réinitialisations, des
modifications du probleme de départ, un aspect “anytime”, etc.
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Chapitre 2

Résolution d’un TMDP / SMDP+
par programmation dynamique

Dans ce chapitre, on choisit de se placer dans le cadre d’écritude TMDP et on cherche a trou-
ver une politique optimale vis-a-vis du critere total par programmation dynamique. Pour cela,
on étudie dans un premier temps la forme de I’équation de Bellman (2.1) pour déterminer dans
quelle mesure on va pouvoir faire une résolution formelle et quand ce n’est pas possible, quelles
hypotheses adopter afin de limiter I’erreur commise lors de la résolution. Puis on présentera la
méthode de résolution de fagon générale (2.2). Enfin, on détaillera cette méthode dans le cas
d’une résolution exacte (2.3) et d’une résolution approchée (2.4).

2.1 Forme générale de la fonction de valeur, stabilité de cer-
taines classes de fonctions par 'opérateur de Bellman

La question au centre de cette section est la suivante: on cherche une fonction de valeur
V(s,t) qui obéisse a ’équation de Bellman précédemment définie. Or les espaces de fonctions
sont généralement difficiles a approcher car de dimension infinie. On cherche donc une forme de
V' qui soit aisément manipulable. L’approche par programmation dynamique utilise le fait que
lopérateur de Bellman est contractant et admet un point fixe. Pour effectuer une résolution
exacte, il serait donc pratique d’avoir une fonction de valeur qui soit de forme stable par cette
opérateur. On peut donc reformuler notre préoccupation : on cherche une écriture de V' qui soit
stable par L (opérateur de Bellman) soit, si V' € C (avec C une classe de fonctions) alors LV € C.

Cette recherche d’une classe de fonctions C stable par L doit cependant se faire en gardant
a lesprit le caractere utilisable de cette derniére. Par ailleurs, cette classe de fonctions sera
strement liée aux classes des fonctions L, P,, K et R, il faut donc conserver leur sens physique

et leur utilisatibilité pour la modélisation de notre probleme.

Voyons ce que V = LV implique: nous allons prendre les équations 1.10 a 1.13 et étudier
les propriétés de V lorsqu’on lui applique ces équations.

Considérons 1’équation 1.10:

V(s,t) = sup < ’ K(s,0)do +V(s,t')>

>t
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FIGURE 2.1 — Hlustration de ’équation 1.10

t/
D’apres nos hypotheses, K (s, ) est une fonction constante par morceaux donc K(s,0)do
t
est une fonction linéaire de ¢ et de t'.

Prenons un exemple simple et observons quelle forme a V (s, t) si on suppose connue V (s, ')
et si on prend K (s,0) = —k. Ona V (s, t) = kt+ sup (—kt' + V(s,t)). La date T(s, t) (équation
>t

1.16) correspond donc a: V(s,t) = argsup (k:t’ + ﬁ(s, t’)). La figure 2.1 illustre alors comment
>t

on trouve V(s,t) (on a pris un V quleconque et k = 0.1). On calcule d’abord f(t'), puis g(t) et
enfin V(s,t).

On peut s’intéresser aux variations de V(s,t) en fonction de ¢. Prenons deux instants ¢; et
to avec t1 < tg et comparons V(s,t1) et V(s,t3). On distingue deux cas:

Premier cas: T'(s,t1) > t2. On a vu a la section 1.4.2 que dans ce cas T'(s,t1) = T(s,t2). On
a alors:

V(s,t1) = sup (k' —t1) +V(s, 1))

>t

= sup (—k(t' —t2) + V(s,t')) — k(ta — 1)
t'>t

= Ssup (—k‘(t/ — tg) + V(S, t/)) — ]{7(752 — tl)
t'>to

= V(S,tz) - k(tg — tl)
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V(S, tg) — V(S, tl)
la — 11

La fonction V(s,t) est donc croissante de pente k. Cela se comprend physiquement de la

fagon suivante: considérons un état du systeme dans lequel il faille attendre pour accéder a

la récompense, 'esprérance du gain considérée a t; sera inférieure a celle considérée a ty car

si la récompense est la méme, le cout de 'attente est plus grand dans le premier cas. Cette

situation est ilustrée par les segments croissants de la représentation de V' a la figure 2.1.

et donc: =k (2.1)

Second cas: T'(s,t1) < to. Il y a donc une action a entreprendre en T'(s,t1) et le probleme
en t9 est totalement différent puisqu’on ne peut pas envisager d’entreprendre d’action dans le
passé. On sait donc que:

Vs, t1) = sup (—k‘(t/ —t1) —1—7(3,75/))
t'>t1
= sup (—k(t' —t1)+V(s,t'))et donc:
t’e[t1,t2}
V(s,t1) > sup (=k(t' —t1) +V(s, 1))
t'>to
> sup (—k(t' —t2) + V(s,t')) = k(ta — t1)
t'>to

2 V(S,tz) — k(tg — tl)

V(S,tg) — V(S,tl) S k (2‘2)
ta — 1

Ce résultat nous garantit qu’il n’existe bien aucune autre durée d’attente qui nous permette de

gagner plus, compte tenu du cout de 'attente. Dans le cas ol t1 et to sont écartés d’une distance

infinitésimale, ce résultat traduit le fait que V ne croit pas suffisamment avec ¢ pour compenser

la perte due a k, il vaut mieux alors agir immédiatement plutot que d’attendre. Ce sont donc

les cas ou t’ =t et ceux-ci correspondent sur la figure 2.1 aux zones ou V (s,t) = V (s, t).

et donc:

Au final, la pente de notre espérance de gain V en fonction du temps est bornée par I’'opposé
du taux de cout instantané: ce n’est pas un constat pessimiste, au contraire, c’est la preuve
qu’on ne peut plus améliorer notre fonction de valeur.

Cette analyse des variations et de la forme de V(s,t) — en plus de nous donner une idée
de 'algorithme de résolution qui sera présenté plus loin — nous permet de tirer la conclusion
suivante: sur certains intervalles, V' est linéaire par morceaux (on conserve ’hypothese d’un
K(s,0) constant par morceaux, au besoin on remplacera celle-ci par une hypotheése polynémiale
par morceaux), sur les autres, elle est de la méme classe de V, que I'on note D. En notant P,
I’ensemble des fonctions polyndmiales de degré n définies par morceaux et a valeurs dans R, on
note que:

PiCcCetDCC

Continuons a présent a parcourir notre équation de Bellman et intéressons-nous a I’équation

1.13:

( / P(t)[R(p,t,t') + V (s, t')]dt’ si T, = ABS
Ulp,t) = R
/ Pu(t" = t)[R(p,t,t") + V (s, t')]dt" siT, = REL

—00
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En utilisant la décomposition introduite a I’équation 1.17, on a:

/ Pyt [re(p,t) +ro(pt') +re(p,t’ —t) + V(s t')]dt’ si T, = ABS

U(:uvt) - o0
/ Pu(t" = t)[re(p, t) + o (p, ') + 77 (st = t) + V(s),,t")]dt’ si T), = REL

Et en posant S, (t') = P,(—t") et en développant, on a:

7Pu(t/)dt/ re(p,t) + 7Pu(t’)7‘t'(u,t’)dt' + (Su @ re(p, ) (=1)+
70 PtV (s),,t")dt" si T, = ABS
Ulp,t) = h
/OO P, —t)d(t' —t) | re(p,t) + (S @ 1 () () +
/OO Pt —t)r(u, ¢’ —t)d(t' —t) + (S, @ V(sp,-))(t) siT, =REL

Prenons le premier cas (7, =ABS) avec les hypotheses de modélisation introduites au 1.5:
le résultat est de la forme “P,, + constante + £(¢) + constante”.

La classe de fonctions £ dépend de la forme de S,. Si P, est polynémiale alors £ = P,
(la valeur de n étant discutée plus loin), c’est le cas que nous utiliserons le plus par la suite.
Si P, est gaussienne, exponentielle ou Béta, le cas est traité dans les paragraphes qui suivent
et le résultat a retenir est que la méthode par programmation dynamique n’est pas adaptée
a la résolution dans le cas ou a la fois P, est définie de facon implicite (cas des distributions
gausienne et Béta) et 7 ou V définies par morceaux. Enfin, le cas ot P, est une distribution
discréte sera abordé a la fin de cette section, c’est la base du cas ou 'on peut effectuer une
résolution exacte.

Les deux premiers termes du résultat ci-dessus impliquent I'existence des moments de P,
calculés sur les intervalles de définition des fonctions r et, d’un point de vue pratique, leur cal-
culabilité (ce qui exclut les distributions Gaussiennes de nos possiblités). Comme on le montre
en annexe au A.2.1 de ce document, le calcul des convolutions dans le cas de fonctions r définies
par morceaux impliquent une perte de la régularité du résultat qui rendent difficile le calcul de
U si P, n’est pas dans P,,.

Dans le second cas (7, = REL) avec les hypotheses de modélisation introduites au 1.5: le
résultat est de la forme “P,, + constante + £(t) + S, @ V.

Les premiers termes nous permettent de tirer les mémes conclusions que pour le cas T}, =
ABS. Le calcul du dernier terme est problématique. On sait que V est définie par morceaux
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dans C mais on n’a pas de résultat sur sa stabilité par la convolution avec un polynéme défini
par morceaux (ou une autre forme quelconque de P,). Ici, on décide de restreindre I’ensemble
C selon les contraintes que l'on a en pratique afin de trouver une famille de fonctions stable
par la convolution précédente et facilement manipulable. On note que chercher V' sous forme
polynomiale par morceaux peut étre intéressant car alors toutes les contraintes évoquées jusqu’a
présent (P; C C), stabilité par convolution avec P, etc.) sont vérifiées. Etant donné qu’une telle
représentation semble pertinente et facilement manipulable, on cherchera par la suite V' dans P,,.

On peut alors s’intéresser au degré de ce polyndéme et a son calcul via I’équation de Bellman.
Pour cela, on précise nos hypotheses. On définit DP,, I’ensemble des distributions & densité po-
lynomiale par morceaux de degré inférieur a n et on écrit :

— 1, €Py
7[/67)0

On prolonge 'espace DP,, pour n = —1 en écrivant que les éléments de DP_; sont les
distributions discrétes (cette prolongation est justifiée par la prolongation des propriétés de
conservation du degré des convolutions entre polynémes). On note alors d le degré de V' et on
cherche & déterminer d en fonction de a, b et ¢ quand on passe V' “au travers” de 'opérateur de
Bellman.

En notant d°() 'opérateur donnant le degré d’un polynéme, on a, par I’équation 1.13:
— cas ABS: d°(U) = a+b+1 (on laisse le lecteur vérifier que d°(S, ® 1) =a+b+1)
— cas REL: d°(U) = maz{a+b+1l,a+d+ 1}

On se place dans 'optique d’un algorithme type “itération de la valeur” que l’on initialise
avec une fonction V de degré zéro. Cette commodité de notation nous permet d’écrire que
Yue M, U(u,-) € Paiptr1- 1l est aisé de reprendre les calculs en conservant l'opérateur max
mais cela n’apporte rien au raisonnement.

Prenons a présent I’équation 1.12:

Q(s,t,a) = Y Lipls,t,a) - Uu,t)

neM

On obtient immédiatement que V(s,a) € S x A, Q(s,+,a) € Pytpiet1-

L’équation 1.11 ne change pas le degré du polynome (elle consitue un polynéme en aggrégeant

des morceaux de polynémes de méme degré). Donc d°(V) =a+b+c+ 1.

Enfin, on a vu que I'équation 1.10 nous permettait de finir I’équation sur d et nous donne
(en reprenant 'opérateur maz qu’on a laissé par commodité plus tot) :

d=max{a+b+c+1l,a+d+c+1}

Ainsi, on peut tirer la conclusion suivante: si, initialement, d vaut zéro, alors, apreés une
passe de programmation dynamique, d vaut a +b+ c+ 1, apres deux itérations, 2a + b+ 2c + 2,
etc. On en conclut que le degré du polynome V' explose, sauf si a + ¢ = —1. Le seul cas possible
de réalisation de cette condition est trouvé pour a = —1 et ¢ = 0. Ce cas correspond a une
situation ou:
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— P, est une distribution discrete

— L est une fonction constante par morceaux

— les r; sont des polynomes de degré b quelconque.
Dans ce cas précis, on sait alors que V' est de degré b.

A présent qu’on dispose d’un résultat sur la stabilité de V par l'opérateur de Bellman, on
va chercher & savoir s’il est possible d’effectuer une résolution exacte. Dans le cas ou le degré
du polynome augmente sans fin, on ne peut pas parler de résolution exacte puisque notre al-
gorithme ne converge pas vers un unique polynéme. Une résolution exacte se fait donc dans le
cadre a + ¢ = —1. Il s’agit donc de déterminer les valeurs de b qui permettent ou non un calcul
exact de coefficients du polynéme V' défini par morceaux.

Quel que soit b, I’équation 1.13 se résout facilement car on sait calculer les coefficients de U
sur ses différents morceaux sans approximation (voir annexe A.2.3). La méme remarque s’ap-
plique a I’équation 1.12. Par contre, ’équation 1.11 implique de trouver, a s fixé, les points
d’intersection des |A| courbes (Q(s,t,a)),c4- Cela revient a trouver les intersections de po-
lynomes de degré b et donc a trouver les racines d’un polynome de degré b. On sait faire cette
opération sans approximation dans les cas suivants:

— b =0, cas trivial

— b =1, intersection de droites

— b =2, formule du binéme

— b =3, fomule de Cardan ou de Sotta

— b =4, Formule de Ferrari ou de Descartes

A partir de b = 5, Galois a prouvé que 1’on ne pouvait pas trouver de méthode générale de
résolution des racines réelles d’'un polynome. Une technique d’approximation intéressante qui
sera abordée et utilisée plus tard est la méthode de Sturm (annexe B).

L’équation 1.10, enfin, impose de trouver les maximas de fonctions polynomiales de degré
b. Sion a b < 5 on sait trouver les racines d’un polynome de degré b et donc les extremas d’un
polynome de degré b+ 1 avec exactitude. La contrainte limitante est donc celle due a I’équation
1.11. On en déduit que:

La résolution exacte ne peut se faire que dans le cadre:

a=-—1
be{0,1,2,3,4}
c=0

On verra a la section suivante comment effectuer cette résolution exacte ainsi qu’une méthode
de résolution dans le cas approché. On remarque que notre conclusion est plus générale que la
conclusion formulée dans [BLO1], en effet, nous avons montré les limites exactes d’une résolution
dans le cadre polynomial par morceaux. Cette étude nous permet de bien cerner les difficultés
associées a la résolution dans le cas approché et de proposer la méthode détaillée au 2.4

2.2 Méthode générale

La méthode générale de résolution d’'un TMDP par programmation dynamique repose sur
la construction de la suite de fonctions (V,(s,t)),cy telle que:
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Viri(s,t) = S’LLp< tK(s,@)dG—l—Vn(s,t')) (2.3)

v>t
Vs, t) = mag Qn(s,t,a) (2.4)
Qn(s’t’a) = Z L(M|Svt7a) : Un(:uvt) (25)
neM
Up(p,t) = L2 Put)[R(p, t,t) + Viu(s),, )]t si T, = ABS 26)
o S Pult! — )[R, t,1) + Vs, t")]dt! si T, = REL :

Dans la section 2.3 on détaille la résolution dans le cas exact spécifié précédemment et on
propose une méthode de résolution approchée pour le cas général a la section 2.4.

2.3 Résolution exacte d’'un TMDP / SMDP+

On se place dans les hypothéses nécessaires a une résolution exacte vues au 2.1 et on a:
— P, une distribution discrete

— L une fonction constante par morceaux

— les (74)icqt,p 7} sont des polynémes de degré inférieur ou égal a 4.

Plus précisément on écrit que:

— Dans le cas T, =ABS, P,(t') =

IR

P,

(3

- 0q, (t) avec 04, la fonction de Dirac en a;. On a

=1

P
donc S, (t') = > Py, - 0—q, (1)
i=1

IR

— Dans le cas T, =REL, P,(t' —t) = Py, - 0q,(t' —t). Et on a donc S,(t' —t) =

=1

P
Z Py, - 6_g, (t/ —t).
=1

B
T TT(:uvT) = Z thj
j=0

‘]_
On prend alors les équations dans 'ordre. Pour I'équation 2.6, cas ABS:

Un(ﬂ? t) = /OO Pu(t/) [Tt(/% t) + Tt’(:u'a t/) + TT(M? t/ - t) + Vn(s,/u? t/)] dt/

— o0

(1) ( / ) Pu<t’>dt’) + / R + / Z Py(t)ro (¢ — t)dt'+

—00 —00

/ Pu(t"YVa(, s, t")dt’

—00

= () + (rv @5,) (0) + (rr @ Sp) (=) + (Vo ® 5,)(0)
P

= Tt(/,t, t) + Z Paz‘ (Tt/ (/’[/7 ai) + TT(/”@ ai - t) + Vn(siu al))
i=1
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a az as aq t/

FIGURE 2.2 — Exemple de distribution discrete

On étudie séparément les quatre termes du membre de droite de cette équation. Le pre-
mier terme est un polynome de degré B. Le second terme est constant. Le quatrieme terme est
constant. Le troisieme terme se calcule de la facon suivante :

M=

rr(p,a; —t) = bj(a; —t)’
j=0
B j '
== Z bj Z C]kai]_k(—t)k
=0 k=0
= B [bBCg(—l)B] +
P (-1t {bBCE‘lai +bp_105 "}
P2 (—1)P 2 [5305_2%2 +bp1CH fa; + bB—1C'g:22]
' B
oo [Encir ]
k=l
Et donc:
P P B B
Z Pairﬂ'(lu» a; — t) = Z Pai Z tl [(_1)l Z bkcllﬁaik_l] (27)
i=1 i=1 1=0 k=l
B P B
= > ZPai(—l)lekC’,iaik‘l] (2.8)
1=0 Li=1 k=1

(2.9)

On a donc bien un polynéme de degré B dont on connait les coefficients. Pour 1’équation
2.6, cas REL:
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@n

Qn(sa tv al)

Qn(s,t,a2) \

FIGURE 2.3 — Illustration de la recherche de V'

Un(:u? t) = /OO P,u(t, - t) [Tt(/% t) + Ty (:uv t,) + 7‘7’(/‘7 t/ - t) + Vn(S:p t/)] dt/

— 00

_ re(p, t) (/Z P, — t)dt’> +/_Z Pt —t)ry (t’)dt’+/oo Pt —t)r, (¢ —t)dt' +

— o0

/ Py(t" = t)Vi(, s, t')dt’

— 00

= () + (re @ S) () + (- @ 5,)(0) + (V. © Sp) (1)

P
= i t) + Y Pa, (re(pst + di) + r7 (i, di) + Va(s),, t + di))
=1

Le premier terme est un polynome de degré B connu et le troisieme terme est constant. Les
second et quatrieme termes s’écrivent en remplacant les (b;)¢ € N par les coefficients de 7, ou
V,, (le calcul est similaire au cas précédent) :

B P B

S > Py bkCrd
=0 i=1 k=l

On sait donc calculer exactement les coefficients du polynéme U, (1, t) de degré B. Ce calcul

a été effectué dans le cas d’une définition en un seul morceau des fonctions r;, cependant, pour

le cas général de fonctions définies par morceaux, on translate les intervalles de définition avec

les a; ou les d; pour trouver les intervalles de définition de U,, et le calcul est presque le méme.

Prenons a présent ’équation 2.5. Dans un premier temps, on trouve tous les intervalles de
définition de @Q,. On pose §; les extrémités des intervalles de définition de L, et ~; celles des
intervalles de définition de U,. On classe les §; et 7; par ordre croissant et sur chacun des
intervalles ainsi définis, comme L est constante, le polynome @,, est obtenu en multipliant sim-
plement les coefficients de U, par la valeur de L. On obtient ainsi les polyndémes définis par
morceaux @, (s,t,a) de degré B.

L’équation 2.4 consiste a rechercher les intersections des polynomes. On fixe s et on prend
am = argmax Qp(s,0,a). On va trouver le max pour tout ¢ itérativement comme présenté a
a
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I'algorithme 1 et sur la figure 2.3. On cherche la premiére intersection de @y (s,t,a,,) avec la
fonction @,, d’'une autre action, on prend l'intersection d’abscisse la plus petite. Cette intersec-
tion est racine du polynéme Q,(s,t, am) — Qn(s,t,a) qui est au plus de degré B et on a B < 4,
on peut donc trouver cette racine exactement. On vérifie qu’il s’agit bien d’une intersection et
pas juste d’un point tangent en vérifiant le changement de signe autour de l'intersection. On
redéfinit a,,, on stocke le Q,, courant dans V,, sur I'intervalle qu’on a trouvé et on recommence.
L’algorithme s’arréte quand il n’y a plus d’intersection. On obtient ainsi un polynéme V (s, t)
défini par morceaux et de degré B.

Algorithme 1 : Algorithme de construction de V.
Ay — argmax Qn(s,0,a)
a

Vn(37t) — Qn(37t7am)
tg«— 0

tintersec < 0

tant que t;ytersec 7 00 faire

pour a € A\ {a,} faire

tintersec < OO

tnew < premiere racine de Qy(s,t, anm) — Qn(s,t,a) dans [to, tintersec)
(s’il n’y a pas de racines dans [to, tintersec), tnew < OO)

Si thnew < tintersec €t Qn(S,t,am) — Qn(s,t,a) change de signe en t,e, alors
Ay — a

— 1

tintersec new

Vn(s’ t)l[t07tintcrscc] - QTL(87 t’ am)

A, < Ap,

to < tintersec

Enfin, dans I’équation 2.3 on cherche a connaitre le sup de la fonction paramétrique :

t/
fi(t) = K(s,0)d0 +V,(s,t)
t
t/
K est constante par morceaux donc K (s,0)df est de la forme Ki(t' — a1) + Ka(ag —

t
az)+ ...+ Ky(ap—1 —t). Donc:

dfy(t') n V(s t)
= K(s,t —
dt’ 0+ — g
Et donc annuler dffigf/) revient a annuler des polynémes de degré B — 1. On cherche donc

les racines de ces polynoémes sur chaque intervalle défini par les domaines de définition de K et
V.. Comme la fonction peut étre discontinue on ajoute & I’ensemble des abscisses ainsi trouvées
les extrémités des intervalles de définition de K et V,,. Parmi ces abscisses, on cherche le t' qui
permet de maximiser f;(#'). On trouve ainsi une fonction de la forme K;(a; —t) + V,(s,t) ou

Vi(s,t). Vi (s,t) est donc une fonction polynémiale par morceaux de degré au plus égal & B.
On dispose ainsi d’'une méthode compléte, utilisant les propriétés des polyndémes de degré

inférieur a 4 et distributions discretes, permettant une résolution exacte de nos problemes
de décision dans l'incertain en fonction d’un temps explicite. Une bibliotheque d’opérations
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mathématiques dédiées aux opérations décrites plus haut est en cours d’implémentation. Elle
est destinée a étre intégrée dans la boucle de programmation dynamique définie au 2.2.

Dans le cas général, cependant, il est tres contraignant de devoir considérer des probabilités
de transition dépendant du temps comme des fonctions constantes par morceaux et il est assez
limitant de ne considérer que des distributions discretes sur la durée des transitions. On souhaite
donc pouvoir résoudre notre probleme de programmation dynamique dans le cas général ou:

P, e DP,
ri € Py avec a, b et ¢ quelconques.
LeP,

On peut remarquer immédiatement que la méthode exacte s’adapte facilement au cas “a+c =
—1 mais b > 5”. En effet, la méthode de Sturm nous donne une méthode simple pour trouver
de fagon approchée (avec la précision que ’on souhaite) les racines de n’importe quel polynéme.
Comme on a a + ¢ = —1, le degré de V reste bien stable au travers des itérations, la seule ap-
proximation étant faite sur les valeurs des bornes des intervalles de définition. Le réel probleme
de cas général vient du retrait de '’hypothése a+c¢ = —1. On propose une méthode de résolution
approchée de ce probleme a la section 2.4.

2.4 Résolution approchée d’un TMDP / SMDP+

La résolution approchée permet de couvrir tous les cas ot a + ¢ # —1 (2.1).On reste donc
dans une approche “polynémiale par morceaux”, cette approche semblant pertinente car on sait
facilement approcher n’importe quelle fonction — méme discontinue — par un polynéme défini
par morceaux.

L’idée de la résolution approchée est de rajouter une étape simplificatrice entre deux itérations
de programmation dynamique: on a vu que si V,, était de degré b, alors V,, ;1 est de degré
a+ b+ c+ 1. On veut se ramener a une fonction de degré b ou inférieur. L’idée est, sur chaque
morceau de V,4+1(s,t), d’approximer la fonction par un polynoéme de degré b ou inférieur. Si
I'erreur maximale commise lors de cette approximation est supérieure a un certain seuil, on
coupe l'intervalle que I'on considére la ou l'erreur est la plus grande et on effectue notre ap-
proximation de degré b ou inférieur sur les deux intervalles distincts résultants. On effectue
ainsi une approximation de V par splines ([JHAG7]), ce qui nous permet, a chaque itération,
de ramener le degré du polynéme a un niveau plus bas. On obtient ainsi une approximation
de V a e pres avec des polynomes de degré réduit moyennant un plus grand nombre de morceaux.

La question se pose alors de choisir intelligemment le degré de notre approximation. Il est

alors intéressant de prendre en compte les remarques suivantes :

— Sia+b+c+1 <4, il est intéressant de choisir une approximation de degré inférieur
ou égal a b pour pouvoir bénéficier des algorithmes exacts de récherche des racines des
polynomes.

— Une approximation linéaire permet de relier les points en respectant leurs valeurs, une
approximation cubique permet de respecter les valeurs des points et de leurs dérivées.
Ce type d’approximation (B-splines) est d’usage assez répandu, notamment en imagerie.

— D’un point de vue intuitif on peut considérer que la fonction de valeur optimale va avoir
une forme “ressemblant” aux fonctions de récompense. On peut donc supposer qu’une
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approximation d’ordre supérieur a b sera plus fine mais n’apportera que peu d’informa-
tion supplémentaire tout en alourdissant le processus de résolution par rapport a une
approximation d’ordre b. Tandis qu’une approximation d’ordre inférieur & b risquera de
manquer des aspects importants du probleme. Par ailleurs, une approximation d’ordre b
peut permettre de limiter le nombre de morceaux de la fonction V' au final sans intro-
duire de calculs superflus.

Ces considérations introduites, on peut s’intéresser a la résolution proprement dite.

Equation 2.6, cas ABS:

Un(pt,t) = 1e(p, t) + (ry @ Siu)(0) + (17 @ Sp)(—t) + (Vi @ Su)(0)

Le premier terme est un polynéme connu de degré b. Le troisieme terme utilise la formule de
calcul des coefficients vue & 'annexe A.2.3. Les second et quatiréme terme utilisent la formule
de calcul de [ f(z)g(—z)dz que 'on explicite ici:

e}

(0 ©8)0) = [ ol t)S,(~t)at
B . A .
On pose: ry(p,t') = > bit! et Su(—t) = P,(t) = Y at*. Soit alors C(u,t') le polynéme
=0 =0

de coefficients @ ® b. Comme @ et b sont les coefficients des polynomes ci-dessus, leur valeur
change selon le point du domaine de définition, le polynome C'(u,t’) est donc défini par mor-
ceaux également. Et donc:

(v ©8,)0) = [ Cluntdt
Equation 2.6, cas REL:

Un () = re(pa ) + (rer @ Su) () + (rr © 5,)(0) + (Vo @ 5,)(2)

Le premier terme est un polyndéme connu. Les second et quatriéme termes sont calculés
comme indiqué a I'annexe A.2.3. Le troisieme terme, enfin, est calculé comme présenté au para-
graphe précédent. On obtient donc les coefficients d’un polynéme de degré a 4+ b+ 1 défini par
morceaux.

L’équation 2.5 est résolue comme dans le cas exact: dans un premier temps on trouve les
intervalles de définition de Q),, puis, sur chaque intervalle, on effectue la convolution des vecteurs
de coefficients de L et U,,. On obtient ainsi les coefficients de @,,, polynome de degré a+b+c+1.

Pour I’équation 2.4, on adapte la résolution a la valeur de a +b+c+ 1:

— Sia+b+c+1<4, on procede comme dans le cas exact (voir 2.3 et B)

— Sia+b+4+c+ 1 > 5, on trouve la premiere intersection par dichotomie en utilisant la
méthode de Sturm (voir annexe B)([Stu35]). On trouve ainsi les intervalles de définition

35



— courbe a interpoler
-—- premiere interpolation

----- deuxieéme interpolation /°

erreur max > €

I I

FIGURE 2.4 — Illustration de la réduction de degré du polynome final

de V a un € pres.

Enfin, pour I’équation 2.3:
— Sia+b+c+1 <5, on sait résoudre exactement dvéf,’tl) + K (s,t') = 0, on procéde donc
comme dans le cas d’une résolution exacte (2.3).

— Sia+b+c+ 1> 6, on procede de nouveau par la méhode de Sturm ([Stu35]).

On obtient ainsi les coefficients d’un polynéme de degré a+b+ c+1 défini par morceaux. On
s’attache alors a en réduire le degré. La méthode est illustrée a la figure 2.4 et a 'algorithme 2.
On note que la maniere de choisir les points de réduction est arbitraire et que cette heuristique
est sujette a amélioration.

Algorithme 2 : Algorithme d’approximation et de réduction du degré d’un polynéme

input : deg, le degré de 'approximation
input : P le polynéme a approximer
input : meth, méthode d’interpolation
pour I = intervalle de définition de P faire

POLY 1pprocns < interpolation(deg, P, I, meth)

OIT <— Suptél{‘P(t) - pOIYapproché(t)‘}

tant que err > € faire

L terr < argsuptej{]P(t) - pOIYapproChé(t)‘}
Insérer tor, dans I

retourner poly,,, oche

On dispose donc d’une méthode complete permettant de calculer la fonction de valeur op-
timale V* (pour le critére total) correspondant & notre probleme TMDP / SMDP+. Cette
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méthode est actuellement en cours d’implémentation dans un planificateur utilisant les algo-
rithmes de la bibliotheque d’opérations sur les polynomes précédemment codée.
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Chapitre 3

Recherche des dates de décision
pour les TMDP / SMDP+: une
méthode de discrétisation par
optimisation de ’erreur de Bellman

3.1 L’idée générale

On se place dans tout ce chapitre dans la formulation SMDP~+. Comme présenté au 1.4.4,
I'idée de base de la résolution par recherche des dates de décision optimales peut étre formulée
de la facon suivante: la politique que I'on recherche est de la forme “en s, quelque soit la date
entre t1 et to, la meilleure action a entreprendre est as, puis entre to et t3, il vaut mieux ne rien
faire, ...”. Partant de cette idée, on va chercher & déterminer les dates t1, to, etc. par état et
on va considérer les différents intervalles temporels ainsi définis comme autant de valeurs d’une
variable d’état. On intégrera alors les fonctions du modele continu sur chacun de ces intervalles
et on pourra alors résoudre un probléme discret que 1’on suppose équivalent (ou suffisamment
proche). Nous avons proposé et détaillé cette idée dans [RGTT06], nous présentons ici une ver-
sion améliorée.

On risque de se retrouver confronté a de nombreuses valeurs pour les t;, cependant cet aspect
n’affecte que peu notre raisonnement, en effet, par état, on ne stocke que les dates ou la décision
optimale change. Imaginons qu’en un état s on définisse trois intervalles différents, alors, par
rapport & un probléme discret sans aucun aspect instationnaire, on ne stockera que trois états
la ou on en stockait un pour la spécification de la politique. On échappe donc au curse of di-
mensionnality de Bellman car on ne fait pas de produit cartésien des ensembles associés aux
variables d’état. On verra plus clairement a la section 3.2 comment on met en oeuvre une telle
approche factorisée.

Pour expliciter le fonctionnement de I’algorithme développé a partir de cette idée, on intro-
duit les concepts suivants:
Définition (Critere vy-pondéré en SMDP+). On optimise notre politique vis-a-vis du critére

v-pondéré étendu au cadre SMDP. Ce critére s’exprime comme :
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o0
=k <Z ’Y“r?\SO)
6=0

avec: 15 = R((ss,t5,m(ss,t5))) et chaque date de transition ts est décrite par la densité de
probabilité F(tsy1|ss,ts, m(ss,15), S5+1)-

L’équation de Bellman s’écrit alors (equation 1.6):

Z/ s'\t+7,7(0),0) +77V(0")) - F(rlo, (o), s ) P(s'|o, m(0))dT = Ly (V™)(0)

SESO

On rappelle qu’on cherche une politique 7(s,t) avec s € S et t € R.

Définition (Période de décision). Une période de décision est un intervalle temporel sur lequel,
pour un état discret donné, laction a entreprendre spécifiée par la politique est constante.

Définition (Période de décision optimale). Une période de décision optimale est un intervalle
temporel sur lequel, pour un état discret donné, l’action a entreprendre spécifiée par la politique
en cet état est toujours ’action optimale.

Définition (Ensemble T) On note T Uensemble des périodes de décision d’une politique. Les
éléments de T sont notés T et on notera t; et t2+1 les bornes de T

Définition (Politique~SMD~P+). Une politique SMDP+ 7 est une application associant un
intervalle de décision T; de T et un état discret s € S a une action a € A.

L’idée centrale de la résolution va étre de peupler, dépeupler et corriger Pensemble 7 sur
lequel on définit nos politiques SMDP+ au fur et & mesure que l'on optimise les différentes
politiques que 'on définit sur 7 x S.

Initialement, on met dans 7" 'unique intervalle | — 0o; +-00[. En fait, on définit des ensembles
T, qui sont le résultat de la factorisation de I'espace d’état: dans 7,, on ne stocke que les inter-
valles de décision utiles a la spécification de la politique 7 en s. Cet aspect, bien qu’au coeur de
Iefficacité de ’algorithme, sera occulté par la suite car il alourdit les notations. On se rappelera
toutefois que quand on considére qu’on explore I'espace 7', on explore en fait un espace factorisé
dans lequel, pour un unique s, il y a un nombre réduit de #; servant & définir les intervalles de
7, (cet aspect est abordé plus en détail dans [RGT106)).

L’action “attendre” est alors facile & définir: pour conserver la similarité avec le modele
TMDP et le déterminisme de 'action “attendre” on considere que celle-ci associe un probabilité
1 & la transition qui améne de s, T; dans W (s), Ti+1. On peut alors définir les politiques SMDP+
dans lespace d’actions A = A U {attendre}.

L’idée est donc de trouver la politique 7 telle que son équivalent continu 7 soit e-optimale.

3.2 La méthode

L’optimisation de 7 suit les grandes étapes décrites ci-aprés et présentées a la figure 3.1.

Initiatialisation : génération du MDP M. On construit un MDP M constitué de:
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optimisation| politique discrete
(3)

modele

2 continu

2 S, A, ?

< P(s'|o,a), -

2 F(t/|0—, a, S/)’

g r(o’,a,0)

erreur de Bellman ( siteT
{s = BE™ 7t DS T r
arijgéam (s,1) BE™(s,t) | n(s,t) = 7((s,T))

FIGURE 3.1 — Amélioration itérative 7

— un espace d'états S =S x T

— une espace d’actions A = A U {attendre}
— une fonction de transition P(,a, 5)

— un modele de récompense 7(5', a)

La fonction P((s',T"),a, (s,T)) décrit la probabilité que I'action @, entreprise en s pendant

la période de décision T" meéne l'agent en s’, pendant la période T’. De méme, 7 représente
lexpérance des récompenses associées a la transition (§',a,5). On calcule ces deux grandeurs
de la facon suivante :

P((s', 7)., (s, T) = BT (B"<T (Q((t, s [a, (5,1)))) )

Et pour 7:

7(s',a,8) = pteT (EtlET/ (r((s', 1), a, (s,t))))

7(a,3) = ET'eT <Es’eS (EteT <Et’eT’ (r((s',t'),a, (s,t))))))

On remarque que c’est ici que s’insére la fonction définissant le colit d’une attente (la fonc-
tion K (s,6) du modele TMDP, que 'on consideére incluse dans r par abus de notation dans le
modele SMDP+), dans la définition de 7.

Plus en détail on a:
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P((s'\ T}, (s, 1) = B0 (BT (P(s|s,t, ) (¥ 5.1, a,5') )

1 tjt1
= 7/ P(s'|s,t,a)F(t|s,t,a,s)dt
7

tit1 — 1

1 bt / 1 / INE,
= 7/ P(s |s,t,a)/ F(t'|s,t,a,s")dt'dt
ti+1 =15 Jg B

en notant G la fonction de répartition de F':
v

G(v|s,t,a,s') = Pr(t' <wv|s,t,a,s") = / F(t|s,t,a,s)dt

— o0

o ) B ) )
P((s'T)). (s, T5)) = %/ P(s')s5,t,0) [GFessls, t.a, ') — GEuls,t,a,8)] dt (3.1)
J+1 — Uty Ji

On peut remarquer que si on reprend ’hypotheése SMDP d’indépendance de ¢’ et s, cette
intégrale se simplifie en le produit de deux termes facilement calculables. Cependant, cette hy-
pothese étant tres restrictive, on ’évitera pour I'instant.

Pour 7 cela s’écrit :

(s, Ty), @) = BT (r(a, (s,1)))

1 tj+1
__ v / r(a, (s, 1))dt (3.2)
ti+1 —t; Ji;
avec

r(as,t) = BV (BYST (r((s',¢), 0, (5,1))) )

= Z/ P(s|s,t,a)F(t']s,t,a,8))r((s',), a, (s,1))dt’

s'eS
On définit ainsi complétement le MDP M.

Premiére étape: optimisation de M. On résout 'équation de Bellman avec un critére
~y-pondéré pour M par une méthode classique (itération de la valeur, de la politique, program-
mation linéaire exacte ou approchée, ...). On obtient ainsi une politique SMDP-+ ﬁ(s,T) et
la fonction de valeur associée V™. On rappelle que pour calculer cette fonction de valeur, on
n’a pas évalué V7 en chaque élément de 7 en chaque état discret s mais uniquement dans les
quelques T] pertinents pour s. On a donc rajouté Card(’j;) la ou il n’y en avait qu'un (cela
implique en fait une représentation de F' et r un peu plus détaillée que celle qu’on a présentée
ci-dessus ott Uon sépare les T pré- et post-action). On évite ainsi I’explosion combinatoire de I’es-
pace d’états, limitant sa taille & E*€5(Card(Ty)) - Card(S). Sur un exemple simple présentant
une récompense et deux échéances (une apparition et une disparition de la récompense), on
s’apercoit que C’ard(’j;) vaut au maximum 3 et que les trois valeurs sont utiles a la spécification
de la politique, on utilise donc bien un espace d’états dont la taille est minimale au regard de
Iexpressivité de notre solution.
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Deuxiéme étape: recherche des dates de décision optimales. L’idée de la troisiéme
étape est de chercher, étant donné la politique courante considérée dans le cadre continu, les
dates en lesquelles on pourrait le mieux améliorer cette politique. Pour cela on utilise I’erreur
de Bellman en s.

On considere, pour tout (s,t) € S x R, la~fonction V7 (s,t), evaluation de la prolongation 7
sur S x R de la politique 7 définie sur S x T'. On définit l'erreur de Bellman et la t-erreur de
Bellman comme :

Définition (Erreur de Bellman). Soit une politique m définie sur un MDP classique < S, A, P,r >.
L’erreur de Bellman représente la quantité dont on peut améliorer la fonction de valeur V™ en
chaque état, en une passe de programmation dynamique. On l’écrit :

BE(V7™(s)) = max (r(s, a) +y Z P(s,a, s’)V”(s/)> —V7™(s) (3.3)

ac
s'eS

Définition (t-erreur de Bellman). La t-erreur de Bellman représente la quantité dont on peut
améliorer la valeur de la politigue SMDP+ prolongée sur R en (s,t), en une passe de program-
mation dynamique. On ’écrit :

BE,(t) = BE(V™(s,1)) (3.4)

= max (r(s, a,t) + Z / AV VF(E s, ¢, a, 3')P(3”3,a,t)dt’) —V7(s,1)

€A _
“ s'es

Comme dans le cas d’'un MDP discret, on prend la t-erreur de Bellman comme une mesure
de I’écart a I’optimum et on ’utilise comme une heuristique pour rechercher les dates de décision
optimales. Pour chaque état s, on cherche les triplets (s, ts, €5) oul €5 est le maximum de BF(t)
atteint en t;. On a ainsi, par état s, 'instant ou la décision courante est la plus “optimisable”.

Pour pouvoir évaluer BE(t), il faut disposer de V™ et donc ’évaluer. Cette évaluation passe
par les étapes suivantes:
— Prolongation de la politique 7 sur S x R: Vt € Tj, (s, t) = 7 (s, T}).
— Evaluation de V™ (s, t) = LL(V™)(s,t)
(e 9]

Vs, t) = 3 (7’(0',77(0), )+ fyf’—tVW(a')) - F(¢|o,1(0),s')P(s|s, t, w(0))dt’
s’ES_OO
(on note o = (s,t) pour alléger la notation).

— Calcul de BE,(t) (equation 3.4).

— Maximisation de BF,(t).

La premiere étape est relativement simple. La difficulté se pose a la seconde. En effet,
I’évaluation de la politique 7 est un processus de méme complexité que son optimisation. Cepen-
dant, on a déja une estimation de la valeur de V™ au travers de V™. On peut, par ailleurs utiliser,
comme cela a été fait pour la formulation TMDP, les propriétés des fonctions du modele. On
peut alors, par exemple, chercher V™ de fagon approchée sous la forme d’un polynéme de degré
fixe. Pour cela, on utilise les propriétés des polynémes vues en annexe ainsi que les propriétés
des fonctions exp-poly introduites dans [RGTT06], en particulier les propriétés de projection
sur l'espace des polynémes. On rappelle simplement :
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Définition (Famille de fonctions exp-poly). Une application f : R — R est dite exp-poly de
degré n et de coefficient o s’il existe une application p € Py, (polynoémiale par morceaux de degré
n) et un nombre a € R tels que:

Vo e R, f(z) = e - p(x) (3.5)

En utilisant I'algorithme d’approximation vu a la fin de la section 2.4, illustré par ’algo-
rithme 2 et la figure 2.4 et en procédant par itérations de la valeur avec comme initialisation la
fonction continue par morceaux qui prolonge V™ dans R, on parvient a approcher V7.

Enfin, pour la recherche des triplets (s, s, €5), qui constitue le probléme clé de notre algo-
rithme, on cherche & maximiser la t-erreur de Bellman. On pose 'opérateur de programmation
dynamique L :

LE (V™) (s,t) = 7(s,a,t) +Z/ DY ( HVE (s, t,a, ) P(s|s, t, a)dt’

On a alors:

BE(t) = mag {LL(V™)(s,t)} — V7 (s,1)

On cherche alors:

t T _yT
Teaa;BE s(t) = mag mag {LL(VT)(s,t) = V7 (s,1)}

— Lt T _ T
maz maz { L, (V") (s,8) = V7(s,1) }

Pour un s donné, on va donc chercher le maximum de L. (V™)(s,t) — V7 (s,t) pour tous les
a on prendra alors le maximum sur cette famille de maxima. Le probleme se ramene donc a
trouver le maximum sur ¢, & s et a fixés, de LL(V™)(s,t) — V™(s,t). En supposant cette expres-
sion dérivable par morceaux et en se placant sur chaque morceau, on cherche donc a résoudre
I’équation :

0 (LZ(V”)(s,t) — V’T(s,t))
ot

On dispose, avec le cadre polynomial précédemment défini, d'une expression littérale po-
lynémiale pour BF,(t), la valeur du maximum se calcule alors aisément par une des méthodes
présentées en annexe B. Une autre option que l'on peut envisager pour trouver ces maxima
consiste a effectuer une résolution numérique, en utilisant des algorithmes évolutionnaires (type
algorithmes d’essaim) qui recherchent directement le minimum de BF(t) sans passer par sa
dérivée.

=0 (3.6)

On dispose dong, selon la représentation que ’on choisit, de plusieurs méthodes pour trouver
les triplets (s, ts,€s).
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Troisiéme étape: peuplement de 7. Si ¢, est supérieur & un certain e que on s’est fixé
initialement, alors on effectue les opérations suivantes (en supposant que t; <ty < t;41):

— On ajoute [t;,t5] et [tslt}q_l] a T,
— On retire [tj,t;,1] de T,.
— On prolonge 7 sur le S x 7 nouvellement défini.

Si tous les €, sont inférieurs a € on s’arréte.

Quatrieme étape: mise a jour de M . Pour les valeurs de T qui ont disparu ou qui
sont apparues, on redéfinit P et 7 & partir des P et 7 de l'itération précédente en modifiant les
valeurs a partir des valeurs déja calculées et des équations 3.1 et 3.2.

On obtient ainsi un nouveau MDP M. On reprend alors & la premiére étape et on initialise
la politique que I’on recherche avec la politique 7 que 'on a adaptée au nouvel espace d’état S
a l’étape 4 de l'itération précédente.

De cette maniere, on obtient une politique SMDP+ que 'on prolonge sur R. Les périodes
de décision sur lesquelles sont définies la politique SMDP+ tendent a minimiser la t-erreur de
Bellman et donc tendent vers les périodes ol cette erreur est nulle, on converge ainsi vers des
périodes de décision ou l'action a effectuer est constante et correspond a tout instant & ’action
optimale a entreprendre.

Cet algorithme n’a pas encore été implémenté et testé: les objectifs d’implémentation sont

pour l'instant de finir le planificateur dans le cadre TMDP, puis d’y adjoindre cette méthode
de résolution, et enfin d’étendre a des fonctions autres que polynoémiales cette méthode.
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Chapitre 4

La généralisation aux espaces
d’actions continus (actions
paramétriques)

4.1 Espaces d’actions continus / actions paramétriques

Dans le traitement des MDP de fagon générale, certains travaux se sont attachés a intégrer
des variables continues dans la résoution des MDP. On peut citer a ce sujet les approches
type POMDP ([KLC98]) et les approches par programmation linéaire approchée (ALP) [HK04]
ou par factorisation pour la discrétisation de l'espace d’état ([FDMWO04]). Ces approches per-
mettent de traiter des variables comme ’espace, les ressources ou le temps a horizon fini du
point de vue continu, autorisant une planification plus fine et évitant ’explosion combinatoire
de 'espace d’états diie a la discrétisation, en contrepartie d’algorithmes adaptés au traitement
de variables et fonctions continues. Cependant, les actions définies dans tous ces modeles restent
discretes et parfois limitatives de la liberté d’action de ’agent ; on dispose par exemple d’une
action qui a pour effet telle distribution sur la position d’arrivée, ou telle distribution sur ’état
des ressources aprés 'action. Or, quand on définit une action “avancer” par exemple, la premiere
chose qui vient a ’esprit pour pouvoir définir ’action précisément est “avancer de combien ?”.
Chacune des actions considérées dans les cadres précédents associe une unique valeur au pa-
rametre “longueur d’un pas” et définit alors 'action associée par ses effets (probabilistes) sur
I’état. De la méme maniere que nous sommes passés d’un espace d’état dénombrable dans le
cadre MDP classique & un espace d’états non-dénombrable en y introduisant les variables d’état
continues, on se propose ici de définir un cadre pour définir des actions continues ou actions
paramétriques dans le contexte de la planification temporelle en environnement instationnaire.

Cette démarche découle naturellement des travaux précédents, en effet, les difficultés que
I'on a éprouvées tout au long de la modélisation et de la résolution vis-a-vis de 'action “atten-
dre” viennent du fait que si on considére un temps continu observable, alors on doit considérer
“attendre” comme une action paramétrique de parametre “durée”. Cette démarche peut alors
se généraliser a de nombreuses autres actions, on citera pour exemple les actions “pivoter d’un
angle 0”7 pour le satellite agile en orbite, “avancer d’une distance L” pour le robot démineur
dans un champ de mines, “investir une somme X” pour ’agent en bourse, “injecter une dose d
du produit A” pour le systeme d’aide a la décision médicale, et bien sir “attendre une durée
7”7 pour notre agent pompier perdu au milieu des flammes.
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densité de probabilité sur la position
apres action
“avancer d’un pas”

densité de probabilité sur la position

apres l'action
“avancer de deux pas”

X

[et si l'action optimale était de faire un pas et demi ?]

FIGURE 4.1 — Problématique des actions continues

La définition d’actions continues dans des problemes de décision contraints & été introduite
dans le formalisme des Controlled Markov Chains (CMC) dans [A1t99, AS93] et poursuivies dans
le cadre de la programmation dynamique dans [Ber95]. Dans les sections suivantes, on s’attache
a définir formellenent le cadre d’étude des actions paramétriques pour des problemes instation-
naires et a explorer les possibilités de résolution. En particulier, a la section 4.2, on introduit le
vocabulaire et le cadre de représentation des actions continues dépendantes du temps, inspiré du
formalisme des chalnes de Markov controllées. Puis a la section 4.3 on présente les grandes lignes
d’une premiere méthode envisagée pour la résolution de ces problémes a actions paramétriques.
Enfin a la section 4.4 on reprend le probleme de I'action “attendre” précédemment abordé et
on montre qu’il s’agit bien d’un probleme a action paramétrique et on expose comment on re-
trouve la méthode de résolution proposée au 2.2 quand on effectue une résolution du probleme
par programmation dynamique. On conclut alors sur cette premiere proposition dans le cadre
des actions continues a la section 4.6.

4.2 Cadre formel de modélisation

On définit un MDP instationnaire & actions paramétriques comme :

Définition (MDP instationnaire & actions paramétriques). Un MDP instationnaire d actions
paramétriques est décrit par :

— un espace d’états S composé de variables continues ou discretes, incluant une variable
temporelle observable t,

— un espace d’actions paramétriques a(x) € A avec x le vecteur des paramétres, prenant
ses valeurs dans un ensemble X qu’on appelle espace des paramétres,

— un modéle de transition P(s'|s,a,x),

— un modéle de récompense r(s,a,x).

On considere que P est une distribution a densité p (densité discrete pour les variables
discretes, continue pour les variables continues), on écrit alors dP(s'|s,a,x) = p(s'|s, a, z)ds’.

On définit également une politique pour ce probléeme:
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Définition (politique). Une politique d’un MDP instationnaire a actions paramétriques est une
application :

s —  (a,7)

{ S — AxX
T
On redéfinit également le critére y-pondéré (et le critere total par la méme occasion) :

Définition (critére y-pondéré). On cherche a optimiser la politique en mazimisant le critére :

VI =E(_+"%r§ls0) (4.1)
=0
avec :
ry =r(ss,m(ss))

Ce critere se traduit sous la forme d’une équation de Bellman généralisée :

Définition (equation de Bellman).

Q(s,a,z) =r(s,a,z) + / ATV (AP (s |s, a, x) (4.2)
s'eS
Q(s,a) = sup Q(S,CL,I’) (43)
zeX
V(s) = max Q(s,a) (4.4)
acA

Cette équation traduit la propriété suivante : en un état, le fait d’entreprendre 1’action a(z)
permet de gagner r(s,a,z) dans un premier temps, puis toutes les récompenses accessibles &
partir de s’ dans un second temps (equation 4.2). Optimiser une politique 7 sur un coup (par
programmation dynamique) revient alors a choisir, pour chaque action séparément, le vecteur
de parametres z qui maximise le revenu de I'action (equation 4.3), puis, parmi tous ces revenus
d’action, choisir I'action qui a le plus fort gain (equation 4.4). C’est ainsi que 'on peut imaginer
une premiere méthode de résolution par programmation dynamique.

On peut résumer ’équation de Bellman en écrivant que la fonction de valeur optimale est
le point fixe de l'opérateur L :

V*(s) = mag § sup r(s,a,z) + / ATESVH(SNAP(S s, a, ) = LV*(s) (4.5)
a rzeX
s'eS

Dans les équations 4.2 et 4.5, la grandeur 7(s’, s) correspond au ts.1 — t5 du critere. Si le
temps est observable (c’est-a-dire s’il y a une variable temporelle dans l'espace d’état), alors
7(s',8) = t(s’) — t(s). Si ce n’est pas le cas, alors on est dans un cadre ou le chaque durée
d’action est considérée unitaire (comme dans un MDP classique) et ou 7(s',s) = 1.

A présent que nous avons posé notre probléme, nous allons tenter d’y apporter des méthodes
de résolution.
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4.3 Méthode de résolution

La premiere méthode de résolution que ’'on se propose de mettre en place est une méthode
par programmation dynamique, découlant directement du cadre classique, des chapitres précédents
et de la formulation qui vient d’étre introduite.

On définit donc la suite de fonctions (V;,(s)),cn que I'on fait converger vers V* en utilisant
la propriété du point fixe de L. La suite (V,(s)), oy vérifie:

Définition (équation de programmation dynamique).

Vs € S, Voti(s) = maz 4 sup r(s,a,x) + / ATV (8 dP(S |5, a, z) = LV,(s) (4.6)
ac r€X
s'eS

On définit ainsi aisément des algorithmes type “itération de la valeur”.

4.4 Retour sur le cas précédent: l’action “attendre” est une
action paramétrique

On peut réécrire le probleme TMDP dane le cadre des actions paramétriques. On identifie
alors les éléments des deux formalismes :

— L’état est consitué des variables (s,t) € S x R définies a la section 1.2.3. On va redéfinir
les notations et on va noter sy ’état discret (et Sy son ensemble), s; la variable temporelle
(et Sy son ensemble) et on renomme s = (sg4, s¢) ainsi que S Pensemble des (sq4, S¢).

— l’espace d’action est constitué de toutes les actions discretes, indépendantes du vecteur
des parametres. Pour chaque action discrete a; on a en fait a;(z) = a;. On ajoute a cet
espace l'action attendre(T) ou T est le paramétre de durée. L’espace des parametres ne
décrit donc qu'un unique parametre (x=7) positif, on a donc X = R*.

— Pour les actions discretes, on a:

p(s/|8,a,7') = E L(M5&|Sd,a, St) ’ PMS& (81/3 - st)
iy
d

I désignant 'ensemble des p accessibles & partir de s et réalisant s/;. On note qu’ici,

les cas ABS et REL n’ont qu’une importance de modélisation : quel que soit le cas, c’est

bien la durée de la transition que I'on définit (au besoin, on peut remplacer P, , (s} — s¢)
d

par P, , (s}) pour passer dans le cas ABS). Et, comme on a considéré I’action attendre
d
comme déterministe et stationnaire au 2, on peut écrire:

1 sisl=sqets;=s.

P(s|s, attendre, T) = { 0 sinon

Soit encore :
p(s'|s, attendre, T) = 5(Sd,st+7)(s/)
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— Enfin le modele de récompense est défini comme précédemment pour les actions discretes :

rlscat) =g s+ [ o610 [rolig ) ol s ds (@7)
s'eS

St+y
Et pour laction paramétrique attendre, on a en fait TT(,us&,y) = / K (sq,0)d0,
St

re(py, 5t) = 0 et 7y (g, 8) = 0 et donc:

St+T
r(s,attendre, ) = / K (sq,0)do
St

On remarque ici que pour 'écriture de I'espace d’états, on a assez naturellement partitionné
ce dernier en trois parties: ’ensemble des variables discretes Sy qui engendreront des distribu-
tions de probabilité discrétes, ’ensemble des variables d’état continues (implicites dans 1’écriture
ci-dessus car il n’y en a pas) S., et la variable temporelle qui prend ses valeurs dans S; et qui
alimente la fonction spéciale 7(s; — s}). Cette décomposition naturelle résulte de I’abstraction
des différents aspects: discret, continu et temporel du probleme & actions paramétriques.

Ainsi on a bien pu traduire entierement le modele TMDP dans le cadre des actions pa-
ramétriques. Nous allons maintenant vérifier que I’équation de programmation dynamique pro-
posée par [BLO1] et que nous avons étendue correspond bien a I’écriture de I’équation de Bellman
généralisée que nous avons introduite au 4.3.

On cherche a résoudre 1’équation 4.5, soit :

V*(s) =maz  sup [ r(s,a,7)+ / AV (s (s |5, a, 7)ds
acA | Lcr+
s'eS

=max { sup | r(s,a,7)+ / ATV (s E L(pg,|sa,a,s:) - B (st — 5¢)ds’
acA | Lcr+
s'eS

=max{ sup | r(s,a,T) // TSV * (s ZL st | Sa, @, s¢) - Py ,( — s¢)ds)ds;

a€A | reRr+
SdESd
EASRT

= max { Su (s,a, L Sd, @, S SIS L Py (8 — sp)ds
noa TERP+ 7) Z Ns‘d t)/’Y (s') - u( t)ds

5454 SLESt

Dans le cadre TMDP, on avait v = 1, donc (comme mentionné plus haut, on considere la
différence entre cas REL et ABS comme implicite; on pourrait, le cas échéant, remplacer

Pﬂsg (s} — s¢) par P“Sfi (s})):

V*(s) =maz { sup | r(s,a,7)+ Z L(pg)|sa,a, st) / Py, (st — s)V*(s')ds
d

a€A | ;cr+
S:iesd s,E€St
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On sépare I'action attendre des actions discretes :

V*(s) = max sup | r(s,a,7)+ Z L(pg,|sa,a, st) / Py, (sp— s))V*(s')ds; )
d

max
acA\{attendre} | rcr+
Siiesd 8265}

sup | r(s,attendre, ) + Z L(pg, |sa, attendre, st) / P, (sp— s:)V*(s')ds}
TERT o84 ais, d

= max max su rsaT—l—ZL S4,@, S /p s — s \V*(s'\ds'
acA\{attendre} TGRZZr ( H ) e ('usii| d) @ t) /J’s:i( t t) ( ) t ’
d d

s,€St

sup (r(s, attendre, ) + V*(sq, 5 + 7')) }

TeRT

La nature statique de 'action attendre (on ne change pas d’état discret s;) fait qu’on ne peut

avoir deux actions attendre successives (on le montre par ’absurde en considérant le sup (...)
TERT
et en montrant que si deux actions successives sont attendre(ry) et attendre(rs) avec 11 et T

non nuls, alors il existe une action attendre(r; + 72) qui vaut plus que attendre(r;) en premier

lieu et donc que l'action attendre(r;) ne correspond pas au sup (...)). La récompense associée a
TERT
une attente nulle est celle associée a 'action discréte suivante car r(s, attendre,0) = 0. On peut

donc considérer que notre séquence d’actions est une alternance de séquences attente-action.
Cela nous permet d’écrire que:

V*(s) = sup | r(s,attendre, )+

max TSQT—l—ZL Y
TERT ac€A\{attendre} ( Y ) ('u’Sil’ d> W, t)

sfieSd

[ B si= sV s

S%ESt
Or on a (equation 4.7):

7’(8, a, T) = Tt(:u'sily St) + /

Sp(S/’S7 a, T) [Tt’ (:u'sila 3;) + TT(NS&? 3; - St)] dS,
s'e

-/ P10, [l 50 g )+ 7o 5 = 50)]
s'e

= Z L(/Lsfi|8da a, St) / P,us:i (82 - St) [Tt(ﬂséa st) + rt’(:usfi’ S:ﬁ) + TT(:usfiv 81/& - St)] dSé
54€54 shes,
t t
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Donc I'équation 4.8 se réécrit :

V*(s) = su r(s,attendre, 7) + mazx L(pgy |sq,a,st):
( ) TeRI‘)F ( T) a€A\{attendre} Z (Msd‘ d t)
SdESd
/ Pusfd (st — s¢) |:74t(:u's£l7 st) + v (ps), st) + rr(ths,, sy — st) + V()| dsi (4.9)
S%ESt

L’équation 4.9 correspond exactement aux équations 1.10 a 1.13; la politique que 'on ex-
prime avec le formalisme d’actions continues est donc bien la méme que celle qu’on a calculée
dans le modele TMDP. On peut donc conclure sur la question initiale : le probleme TMDP est
un probleme instationnaire a action paramétrique et sa résolution par programmation dyna-
mique est bien équivalente & la méthode de programmation dynamique que l'on a décrite au
4.3. Dans la méthode proposée par [BLO1], 'aspect paramétrique est masqué par le fait qu'une
action d’une politique TMDP comporte en fait deux actions réelles: une action attendre(r) et
une action discrete. La séparation de ces deux actions et le fait que l'action attendre(0) n’ait
aucune influence permet de mettre en évidence le processus de la chaine de Markov controllée
sous-jacent.

On peut également mentionner ici que si on avait conservé le terme en -, 1’équation 4.9
s’écrirait :

V*(s) = sup | r(s,attendre,7)+~" max
TERY acA\{attendre}

Z L(MS& |8d7 a, St)'

s:iésd

/ ,Ys;_stpus&(sg — st) e 50) + rt,(/%, sp) + rr (s, sy —81) + V*(s/)] ds}
s,€Sy

(4.10)

Cette équation représente I’équation de programmation dynamique pour un TMDP ~-
pondéré.

4.5 Mais alors pourquoi une étude du temps dans le cadre
MDP ?

A présent que l'on a défini le formalisme d’actions paramétriques (ou continues), et qu’on
a montré qu’il englobait le travail effectué sur le modele TMDP et le généralisait a plusieurs
actions et a des effets probabilistes plus généraux, on peut se demander 'intérét de rendre par-
ticuliere la variable temporelle.
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Il y a plusieurs réponses a ce probleme. La premiere réponse est d’ordre mathématique,
nous la présentons brievement avant de présenter la réelle raison physique qui fait qu’on ne
peut considérer la variable temporelle comme une variable continue comme les autres.

La premiere raison vient du critere que I’on utilise. Le criteére -pondéré effectue une pondération
de la récompense en fonction de sa date d’obtention dans le futur, il met, par cela, en avant
la durée d’une transition et la particularise via la fonction 7(s, s) vue a équation 4.5. Ce fai-
sant, la résolution d’'un MDP & actions paramétriques “standard” differe de celle d’un MDP a
actions paramétriques pour lequel le temps est un parametre de I'action car alors la résolution
doit mettre en oeuvre des techniques permettant de traiter le terme ’yT(S”S qui apparait dans
les équations 4.2, 4.5 et 4.6 (I'apparition de ce terme vient simplement du fait qu'on a rendu
observable et controlable la durée comme parametre d’action). Ainsi, il y a bien un sens a cher-
cher des méthodes de résolution aux problemes dépendant explicitement du temps, en plus du
cadre des actions paramétriques, car méme dans le cadre des actions paramétriques la variable
temporelle conserve une place a part (grace a sa présence particuliere dans le critére y-pondéré).

La seconde raison est plus d’ordre physique (ou philosophique) : il s’agit de bien comprendre
le sens de chacune des variables que 'on manipule. Cette considération rejoint les trois sens de
la variable temporelle dont on a discuté en section 1.3. En effet — et cela rejoint la considération
mathématique précédente — le principal aspect du probléeme temporel qui le différencie d’un
probleme a actions continues standard réside dans le fait que le temps a une triple signification :

— il représente le paramétre de 'action (“attendre(durée)”),
— il représente une variable d’état (“date courante”),
— il représente le temps de la chaine de Markov (ts) qui représente le probleme (y'o+17%),

La variable temporelle couple ainsi des aspects non-controlables (le temps de la chaine) et
des aspects controlables (I’état du systeme). On peut retrouver cette caractéristique dans une
moindre mesure sur d’autres variables d’action continues comme la position dans le cas d’ac-
tions de déplacement, mais sans affecter la dynamique de la chaine.

4.6 Conclusion sur 'utilisation d’espaces d’actions continus

L’introduction du formalisme des MDP instationnaires a actions paramétriques est le résultat
de la maturation des travaux entrepris dans le cadre SMDP+ d’abord, puis dans le cadre
TMDP. La définition d’'un MDP instationnaire a actions continues englobe I’étude des deux
cadres précédents sans les rendre obsolétes puisqu’ils contituent des méthodes de résolution a
part entieére pour certaines classes de CMC : les problemes temporels explicites.

Toutefois, les MDP instationnaires & actions continues constituent un cadre plus général
qu’il faut a présent mettre en lumiere des travaux effectués sur les MDP a variables continues et
discretes. En effet, dans [KP99], [GKPO1], [SP01], [dFR01], [HK04], [GHK04], [HK06], [KH064a]
puis [KHO6b] (par ordre de progression d’idées), ou dans [FDMWO04], les auteurs développent
un cadre trés complet de traitement des problémes a variables d’état continues et discretes;
I'introduction de variables continues implique I'introduction d’effets continus et I’étape suivante
réside dans 'optimisation continue des actions engendrant ces effets continus. De fagon plus
terre-a-terre, on a introduit, sur le modele des CMC, une variable “distance” continue qu’on
a rendue continue plutét que de la discrétiser. On a alors défini les effets continus de l’action
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“faire un pas” sur cette variable continue. On a étendu cette méthode aux particularités de la
variable temporelle. L’étape naturelle suivante a laquelle répond le cadre des MDP instation-
naire a actions paramétriques est de définir une action continue “faire x pas” ol x est un nombre
réel, dans un univers dépendant du temps. Ainsi, le cadre des actions continues constitue un
prolongement naturel des travaux cités ci-dessus et ouvre des perspectives de traitement de
nouvelles classes de problemes a espaces d’états, d’action et temps continus.

Ainsi, en abstrayant la démarche générale que 'on a mis en place pour les SMDP+ et les
TMDP, on est parvenus a un cadre formel général de représentation des actions dans le cadre
MDP. Ce cadre permet d’une part de traiter les problemes a variables continues en explicitant
le sens des différentes variables du modele, et d’autre part, il permet de traiter des types de
probléemes qui constituent un prolongement logique des travaux effectués sur les variables d’état
discretes et continues dans le cadre MDP.
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Chapitre 5

L’insertion dans le cadre “en ligne”
et biagent décentralisé

Reprenons le probleme inital que ’on s’est posé en introduction. On a abstrait de ce probleme
des grandes caractéristiques, notamment :
— l’aspect “en ligne” : a savoir le besoin de réactivité, de capacité a corriger des plans
pendant I'exécution,
— l’aspect décentralisé de la prise de décision pour les deux agents: cette option étant en
partie arbitraire, on la discutera au début de cette section,
— le besoin de coordination temporelle: que ce soit d’'un agent avec 'univers ou de deux
agents entre eux,
— le caractere instationnaire du probléeme qui implique la planification en fonction d’une
variable de temps explicite,
— et 'aspect incertain des transitions entre différents états, des durées d’action et des dates
de réalisation d’évenements exogenes.
Puis on a décomposé le probleme d’un point de vue hiérarchique en un probleme de coordination
biagent au niveau mission et un probleéme de planification monoagent au niveau planification et
exécution.

On a alors défini les grandes lignes d’une méthode de coordination biagent, dont on s’est
apercu qu’elle nécessitait ’existence d’un algorithme de planification temporelle monoagent dans
I'incertain. C’est cette premiere proposition de méthode de coordination que I'on se propose de
présenter ici. Une étape préliminaire a toute validation de cette méthode qui est — somme toute
— assez intuitive, consiste en sa comparaison avec un état de ’art complet sur les problemes
de la planification bi et multiagent dans l'incertain (notamment les travaux de [Mou04, BM04],
[Bou96] ou [GAZ07, BLZ05, GZ04]) et de la coordination temporelle des systémes multiagents
(par exemple via [VAWWO05] ou [JFL101]). Cette étape bibliographique de validation et/ou de
modification de cette premiere méthode de coordination proposée fait partie des travaux prévus
dans un futur proche.

5.1 Le probleme-type auquel on s’intéresse
Reprenons le probleme biagent présenté en introduction. Notre agent au sol et ’hélicoptere

doivent coordonner leurs actions pour parvenir a remplir la mission, de facon au moins meilleure
que 8’ils avaient été seuls. Pour parvenir a cette coordination sans définir de supérieur hiérarchique

54



entre les deux agents ou sans faire intervenir d’agent-tiers qui jouerait implicitement le role de
super-agent ou de médiateur, il apparait nécessaire - dans le cadre de la planification - de définir
un protocole d’échange d’informations pour que chaque agent puisse informer 'autre des points
forts de sa stratégie a des fins de coordination. On va définir ce protocole de communication
en section 5.2. On verra alors comment on peut mettre en place une méthode de coordination
décentralisée dans un premier cas simple ou les agents sont relativements indépendants (section
5.3). Puis on s’intéressera a un cas plus complexe ou apparaissent des conflits et des incohérences
dues a l'existence d’actions communes (section 5.4) dans le cadre décentralisé. On verra alors
comment on met en place une seconde couche au protocole de coordination pour résoudre ces
conflits (section 5.4).

Avant de présenter plus avant la méthode que 'on propose, on va justifier certaines options
et certaines hypotheses que 'on a choisies.

Pourquoi une coordination temporelle explicite des agents ? Cette question a déja été par-
tiellement traitée dans les sections précédentes, le premier besoin de coordination temporelle
explicite concerne la coordination de ’agent et de son environnement. Cette coordination peut
se faire par le biais d’événements plutot que par référence & un temps explicite (par exemple: “si
un évenement x se produit, ie. si on est dans un état donné correspondant, alors entreprendre
laction a”). Cependant on se trouve dans un cadre ou I’évolution du probléme est continue (et
éventuellement rapide) et ou 'aspect de “timing” est critique. Prenons un exemple simple pour
illustrer ce fait : imaginons que notre agent pompier se trouve en un point de la forét et se base
sur 'occurence de I'observation d’un état “voie libre” pour se mettre en route. Le déclenchement
de son action sera alors le méme, quelle que soit sa distance a la voie qui était précédemment
bloquée. Or, en procédant de cette maniére, on perd du temps a 'exécution car on ne prend
pas en compte la durée du trajet de I’agent jusqu’a la voie en question, ou, du point de vue du
probleme, on ne prend pas en compte la propagation des échéances issues de ’état “voie libre”
sur tout le modele. Propager ces échéances dans un modele discret revient en fait a propager les
durées de trajet de ’agent vers la voie et donc a planifier explicitement en fonction du temps.
Quitte & propager beaucoup de durées (éventuellement incertaines) dans le modele, on a pris
le parti de traiter une variable temporelle continue. Le deuxiéme cas de coordination concerne
Iinteraction des deux agents entre eux: on ramene ce cas au cas précédent par la remarque
suivante : la décision étant décentralisée, chaque agent est non controlable par son homologue,
on peut donc le considérer comme faisant partie de I'univers de ce dernier. On voit ici se profiler
I'idée de la résolution que ’on propose dans les sections suivantes: 'agent A, en communiquant
ses intentions a I'agent B, lui permet de modifier son modéle d’univers en conséquence et de
planifier en fonction des échéances introduites par les actions de A dans I'univers.

Pourquoi une décision décentralisée ? On est dans un cadre ou I’on pourrait mettre en oeuvre
une décision centralisée entre les deux agents, avec des garanties de convergence et d’optimalité
strement meilleures que celles en décentralisé. On s’intéresse & ’approche décentralisée pour
trois raisons:

— Robustesse de la solution : en laissant de ’autonomie décisionnelle aux deux agents, on
s’assure qu’en cas de perte du premier, le second peut réagir et adapter sa stratégie. Cela
permet d’éviter le pire cas ou on perd les deux agents parce que le premier est détruit.

— Distribution et utilisation des ressources embarquées : En procédant de fagon décentralisée
on utilise les capacités de calcul des deux agents directemnt dans le contexte qui leur
est propre: chacun calcule une stratégie sans avoir a communiquer des informations sur
son environnement a un super-agent qui centraliserait 'information et la décision. Par
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ailleurs, le calcul d’une politique biagent ou multiagent centralisée conduit tres vite a des
problémes intraitables pour des raisons de mémoire et de taille du probléme (on a déja
remarqué ce phénomene dans le cadre des MMDP [Bou96] ou des Dec-MDP [BZI02]).
La décentralisation permet donc une distribution du probléme sur ses différentes consti-
tuantes et la recherche d’une solution sous-optimale intéressante sous la forme d’une
aggrégation de solutions locales.

— Gestion de I’hétérogénéité et généricité des problemes: Les agents que 'on souhaite co-
ordonner sont fortement différents par leur nature physique, leurs capacités et leurs mis-
sions. Coordonner des agents identiques masque un aspect de “compréhension” du plan
de ’agent homologue. Entre un hélicoptere et un rover terrestre — et de fagon générale
entre deux agents hétérogenes — il est nécessaire de définir un langage de communication
pour la coordination. Notre approche décentralisée définit ce langage dans un premier
temps, hors ligne, avant la mission. En traitant le probleme de fagon décentralisée, on
laisse les agents traiter des problemes de planification qui leur sont propres et limiter
la communication a des messages uniquement utilies & la coordination. On peut donc
simplement traiter un groupe d’agents hétérogenes.

Certains exemples simples de coordination décentralisée (probleme des deux taxis, jeu de
cartes) illustrent le fait que la décentralisation peut affecter 'optimalité de la solution trouvée
au profit de la performance de calcul. S’il est possible que la solution optimale centralisée pour
I’équipe soit I'union de deux politiques tres sous-optimales individuellement, notre approche
telle qu’on va la détailler risque de mettre longtemps avant de trouver cette solution. Des lors,
il nous faut distinguer deux cas de planification-exécution :

— Si la mission est prévue a I'avance et que 'on peut effectuer une planification et une
coordination centralisée avant la mission, alors on suppose qu’on a trouvé, hors-ligne,
de facon centralisée, un plan quasi-optimal dont on a distribué les composantes sur les
agents. On suppose également qu’on a défini un protocole de communication comme
celui qu’on verra en section 5.4 adapté a la mission. Le probleme que ’on se pose alors
est celui de la correction des plans et de la coordination de ces derniers en fonction de
I’évolution du probleme réel a ’exécution.

— Si en revanche les agents sont pris dans une situation d’urgence et n’ont pas le temps
et les moyens de mettre en place une premiere passe de planification centralisée, alors
le plan est a construire de facon décentralisée des le début et on doit alors anticiper le
fait que si I'on cherche & obtenir une solution meilleure que les solutions individuelles
des agents, cette solution peut tres bien étre sous-optimale. Dans ce cadre, on cherchera
a prendre en compte — de fagon qualitative dans un premier temps — les contraintes
sur la communication des agents et on cherchera a considérer des messages utile de taille
raisonnable. Sur ces aspects de communication, il reste beaucoup a faire, notamment en
relation avec les travaux de [GAZO07] et [SGV06].

5.2 Communication interagents - définition de variables com-
munes

Prenons un exemple simpliste qu’utilisera comme fil rouge pour illustrer les idées principales
des sections suivantes. Imaginons un probléme ot un robot au sol R est situé sur une grille de
navigation a trois noeuds: un noeud de départ, un noeud de transition et un noeud ou se
situe un objectif a photographier. Par ailleurs un drone aérien H a également pour mission de
prendre une photo de cet objet. La photo peut étre prise n’importe quand car il fait jour, mais
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l;: lieu ¢
pr: photo rover réussie
pm : photo hélico réussie

FIGURE 5.1 — Représentation simplifiée du graphe états-transitions initial pour le rover

la récompense est plus grande si les deux photos sont prises avec moins de 20 secondes d’écart
pour pouvoir faire une image stéréo de la scene. Une contrainte qui nous permet de simplifier le
probleme réside dans le fait qu’une fois une bonne photo prise, on ne reprend plus de photo. Ce
probleme est représenté a la figure 5.1. En chaque état, le choix d’action est simplifié a ’extréme
et réduit a un choix entre agir et attendre. On décrit simplement ’espace d’état d’un agent par
les cinq variables :

— [;, variable de lieu, décrivant la position de I'agent,
— pg, vraie si la photo du rover est un succes,

— pm, vraie si la photo de I’hélicoptére est un succes,
— t, la date courante, continue.

Supposons que chaque agent est capable d’élaborer un plan et qu’on ne se soucie pas du
processus de coordination lui-méme, mais uniquement de la phase de communication. La ques-
tion qui se pose est de définir le contenu d’un message d’un agent a 'autre. On a besoin pour
cela de définir le sens de ce message et sa forme. On commence par se poser la question naive
suivante :

Que veut dire l’agent R a l'agent H ? Sachant que, justement, ’agent H ne sait rien de la
nature de 'agent R (et réciproquement), R est dans le besoin d’expliquer & H ce qu’il compte
faire sans lui détailler son plan. Il est donc hors de question de transférer & H la stratégie de R.
De fait, si R a un message a communiquer a H, c’est que leurs problemes se recoupent et sont
interconnectés. L’idée principale est donc de définir sur quelles variables porte cette connection.
Dans notre exemple, la connection porte sur la variable booléenne “photo prise”. En effet, le
seul message que R puisse envoyer a H qui changerait le probleme de H est le message “la photo
terrestre sera prise a telle date”. Réciproquement, le seul message de H affectant le probleme
de R est un message “la photo aérienne sera prise a telle date”. On remarque que ce message
porte sur une variable d’état décrivant une récompense qui existe dans les deux problémes (sous
des noms différents) et qui correspond & une variable commune globale de probléme. On énonce
donc qu’un message de R a H porte sur 'impact (temporel) de la stratégie de R sur les variables
communes. On peut alors se poser la question de la forme du message.
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Quel message R envoie-t-il a H ? 1l est quasi-immédiat, apres la remarque précédente, de
déduire qu’'un message de R a H porte sur les variations temporelles des variables communes
du probleme. Plus formellement, on définit :

Définition (Probléme de coopération biagent décentralisé dans l'incertain). On définit un
probléme de coopération biagent décentralisé dans l'incertain comme la donnée, d’un triplet
< P1, P2, V. >.

Py et Py sont deux problemes mono-agent de décision temporelle dans 'incertain dans lesquels
Uespace d’états (discret ou continu) est factorisé en deuzx ensembles de variables d’état : les va-
riables propres (V1 et Vpa) et les variables communes V,.

Les variables communes sont des variables booléennes de description de récompenses ou d’as-
pects du probléme qui sont communs auzr deuzr agents. Ces variables sont déclarées hors ligne
ou en ligne au début du probleme.

Les variables propres sont définies comme les variables décrivant un probléme mono-agent et
propres a l’agent. Le produit cartésien des supports de Vp1 et ce V. forme Uespace d’état de P .

Dans notre exemple précédent, les variables communes sont les variables pgr et pg. On définit
alors le contenu d’une communication :

Définition (Communication). On définit une communication — dans le cadre d’un probléeme
de coordination biagent décentralisé dans l'incertain — comme une vecteur de densités de pro-
babilité p,(t) décrivant la probabilité qu’une variable commune v soit vraie a la date t.

Ainsi, chaque agent est capable de communiquer & son collegue I'impact de sa stratégie sur
I'univers : par exemple en simulant une exécution de son plan, ou en intégrant les probabilitées
d’occurence de I’évenement v sur tout son probleme en fonction du temps, 'agent H peut définir
la fonction p,(t) et la communiquer & R. On note qu’on peut effectuer une approche simplifiée
en approximant les densités de probabilités: on peut définir un seuil de plausibilité pour la
réussite d’'un évenement et ne communiquer que la date de réalisation de 1’évenement, ainsi,
si H considere sa politique et détermine qu’entre les dates ¢ = 26 et ¢ = 28 il a une proba-
bilité de prendre la photo supérieure a 0.9, il peut, plutoét que d’envoyer 1’évolution continue
de cette probabilité avec le temps, envoyer un message simplifié & B: “(v = VRAI, t € [26,28])”.

Ce cadre de communication nous permet de propager & moindre coiit de communication les
conséquences des actions d’un agent dans 'univers de l'autre. Cette premieére proposition de
méthode est & confronter a d’autres approches pour déterminer si elle est efficace et pour la
raffiner ou la changer. On s’en sert dans la suite pour définir les différents aspects de ’approche
de coordination que I'on propose.

5.3 Coordination sans conflits

Prenons notre probléeme jouet précédent et observons ce que 'on peut tirer d’'une commu-
nication entre agents. Nous nous plagons dans le cadre ou il n’y a pas eu de premiere passe de
coordination centralisée, chaque agent construit donc son premier plan san pouvoir supposer
quoique ce soit sur l'action de son collegue. Chaque agent planifie ses actions seul et, initiale-
ment, nous supposerons qu’il n’y a aucune action “attendre” dans les premiers plans solutions
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FIGURE 5.2 — Politiques initiales

Ppr(t) /—\
t

FIGURE 5.3 — Densité de probabilité sur la date de prise de la photo pour le rover

qui se représentent de facon simple a la figure 5.2.

Les variables communes sont les booléens pgr et py. L’agent R considere sa politique et ses
transitions et réalise que selon cette politique, il a une densité de probabilité p,, () (représentée
a la figure 5.3) de prendre la photo a la date ¢.

I1 émet donc le message “(pr,ppy(t))” & destination de H. H, entre temps, a fait de méme
et si sa stratégie est logiquement la méme que celle de R, son estimation de la date de prise de
photo est différente car la dynamique des deux agents n’est pas la méme (H se déplace plus vite
mais de fagon plus aléatoire que R par exemple), la fonction p,,, (t) est donc différente de py, (t).

H et R integrent alors le sens du message recu dans leur modele. La méthode de mise a
jour du modele individuel d’univers dépend de la spécification du probleme, on peut noter que
pour un modele factorisé par variables d’état, la mise & jour est facilitée, en effet, dans un
tel modele les fonctions de récompense du modele sont additives et les probabilités de transi-
tion sont décomposées en produits de probabilités sur des groupes de variables. Dans le cas de
notre exemple, I'intégration du message de R dans le graphe d’états-transitions de H rend pos-
sibles certaines transitions qui n’avaient pas été représentées précédemment car leur probabilité
d’occurence était nulle. On représente ce nouveau graphe états-transitions pour H a la figure 5.4.

H stocke alors sa politique initiale et résout ce nouveau probleme proposé par R. Le message
qu’il enverra a destination de R a l'issue de cette résolution sera une réponse a la proposition
de R. H stockera alors ce probleme et reprendra le probleme initial dans lequel il intégrera la
réponse de R, il étendra sa politique initiale & son probleme corrigé par R et I'optimisera de
nouveau. On remarque qu’ainsi, on effectue en permanence I'optimisation de deux stratégies
distinctes et que chaque agent considere alternativement de chaque stratégie. Chacune de ces
stratégies sont issues d’une stratégie “graine” initiale proposée par un des agents qui a orienté
la recherche des le début puisqu’on n’a pas pu faire de passe de planification centralisée initia-
lement.

Le probleme présenté figure 5.4 permet a H de planifier “en fonction du plan de R” sans
avoir eu a communiquer la totalité de ce plan. Il permet notamment & H de décider s’il est
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Paction attendre

FIGURE 5.4 — Mise a jour du probleme pour I’hélicoptere

Planif. Planif.
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Agent 1 -— Agent 1
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replanif™

FIGURE 5.5 — Illustration du fonctionnement en ligne de la méthode de coordination

plus intéressant pour lui de se coordonner avec R pour prendre la photo en méme temps ou de
prendre la photo & un autre moment, plus tot par exemple pour limiter les risques de panne.
On parvient ainsi a coordonner les stratégies des deux agents.

De facon plus générale, pendant I'exécution, si un agent détecte que la réalité s’écarte de
ce que son modele prévoit — ou bien que ’execution de sa stratégie se déroule mal —, et que
cela influe sur le message qu’il a envoyé a son homologue, alors il peut demander une repla-
nification en corrigeant le plan courant de son c6té puis en renvoyant simplement un nouveau
message contenant une variation temporelle des variables communes. Ce fonctionnement global
est illustré a la figure 5.5.

De cette maniere, on propose une solution décentralisée pour construire des stratégies de
coopération et de coordination biagent. Cette approche avait été proposée en version simplifiée
dans le rapport[Rac05]. Afin de comparer les deux stratégies obtenues au final, on rajoute un
élément aux messages émis afin de quantifier 'apport personnel de chaque agent a ’espérance
de gain global de la mission, ce qui permet de trancher au final et de choisir une des deux
stratégies & mettre en oeuvre.

Un probleme de taille se pose cependant : on n’a aucune garantie de trouver une solution
optimale et surtout, on n’a aucune garantie de trouver de solution du tout (dans le cas ou il y
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en a une). On cherche donc & mettre en évidence dans un premier temps les causes qui font que
I'on peut se retrouver avec un algorithme qui renvoie une politique qui n’atteint pas le but.

5.4 Le probleme des actions communes

Une politique permet d’atteindre le but si, par exemple, dans le processus de programmation
dynamique qui a permis de la trouver, il existe un chemin de probabilité non-nulle qui relie I’état
initial et le (ou les) but(s). Dans un probléeme monoagent, on définit ainsi ’espace atteignable
par programmation dynamique directe et ’espace des états qui peuvent mener a une solution
par programmation dynamique inverse. Dans le cas de notre probleme, il n’y a pas de solution
si on n’arrive pas a initialiser le probleme et donc si on n’arrive pas a construire de stratégie
monoagent initiale (on note que si on peut trouver deux stratégies initiales et qu’elles sont des-
tructrices entre elles ou non-compatibles il suffit de ne rien faire pour un agent et d’appliquer la
politique pour 'autre : la solution n’est pas optimale mais il en existe au moins une). On peut ne
pas avoir de stratégie initiale si le probleme biagent ne comporte pas de composante resolvable
par un des agents seul. Donc trouver les caractéristiques qui impliquent que la planification
monoagent ne trouve pas de solution implique de trouver les aspects du probléeme biagent que
I’on n’a pas conservé dans la probleme monoagent lors du passage centralisé — décentralisé. En
d’autre mots, il s’agit d’isoler les objectifs qui ne sont pas atteignables par un agent seul mais
uniquement par les deux de fagon conjointe : il s’agit d’isoler les actions communes. Ces actions
se distinguent parmi les actions coordonnées que I’on a vues jusque la, en effet, toutes les actions
avaient jusqu’ici, toujours un intérét individuel pour ’agent, pour une action commune, il n’y
a aucun gain individuel, simplement un gain d’équipe.

Nous pouvons illustrer notre propos en modifiant I’exemple de I’hélicoptere et du rover des
sections précédentes. Imaginons a présent que la mission se déroule de nuit, que ’hélicoptere
soit toujours équippé d’un appareil photo, mais que le rover dispose, a la place de son appareil
photo, d’un dispositif d’éclairage. La mission est toujours de prendre une photo de la zone [3.
Un bref retour sur I'algorithme précédent nous montre que I'on est dans un cas de blocage. En
effet, du point de vue des modeles individuels, le rover n’a rien a gagner a éclairer la zone et
I’hélico n’a rien a gagner a prendre une photo de nuit. L’ensemble des récompenses du probléeme
sont donc nulles ou négatives (négative si on considére par exemple un coiit en carburant) et
la planification monoagent ne fournit aucune politique individuelle qui permette de résoudre
le probleme. En effet, méme s’il existe des états a récompenses positives dans le probleme, ces
dernieres sont situées dans une partie de ’état non-atteignable: par exemple, il faudrait que
I’hélicoptere puisse atteindre 1'état (I3, pr, pr) (ou pr désigne maintenant I’éclairage de la zone
par le rover) pour pouvoir y entreprendre action de prendre la photo, or initialement, il ne
peut pas puisqu’il résout le probleme seul. Inversement, il faudrait que le rover soit au courant
de l'intention de I'hélicoptere de prendre une photo pour pouvoir considérer une récompense
associée au fait d’éclairer la zone a un moment donné. Dans cette solution de blocage, biaiser
le modele pour initier une premiere politique qui permettra d’élaborer une solution n’est pas
acceptable car d’une part elle brise l'autonomie des agents en introduisant un acteur humain,
et d’autre part parce que le modele représente la réalité et que le modifier revient a résoudre un
autre probléme, méme si la solution de ce nouveau probleme nous conviendrait pour le premier.
Une premiere passe de planification centralisée est par contre envisageable si on en a ’occa-
sion. Cette passe trouvera une stratégie solution s’il y en a une et l'algorithme en ligne pourra
démarrer sur cette base.
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Toutefois, si on ne peut effectuer cette passe de planification centralisée, le probleme reste
bloqué. Nous nous sommes attachés a comprendre ce que I'on perd en passant de I'aspect cen-
tralisé au discret, en particulier pour les actions communes. C’est la définition méme de I'action
commune qu’on perd en fait : en voulant que chaque agent planifie uniquement pour lui-méme
et n’impose rien a son homologue, on s’interdit implicitement de faire figurer dans les espaces
d’actions toutes les actions qui nécessitent I'action conjointe des deux agents. Les exemples de
ces actions sont pourtant nombreux dans les situations réelles, le cas typique étant illustré par
I’exemple des deux robots élévateurs devant soulever une lourde palette : aucun n’est capable de
la lever seul (ni d’en soulever un coin) et la seule action qui permette de remplir 'objectif est
une action d’équipe, une action commune qui fait lever la palette & un agent virtuel “binéme
d’agents”. Or si on considere un binéme d’agents qui décide, alors on est revenu dans un cadre
de décision centralisée et on ne remplit pas un des premiers objectifs que I'on s’est fixé. Le
compromis entre centralisation et décentralisation est généralement trouvé dans les aspects de
délibération et/ou de négociation ([JFLT01]). On décide donc d’adjoindre au processus de com-
munication présenté a la section 5.3, un seconde couche qui permet une négociation des agents
autour des actions communes.

On modifie alors la formalisation du probléme et on inclut, dans les espaces d’actions, des
actions communes qui ont le sens suivant :

Définition (Action commune dans les problemes de décision décentralisée dans l'incertain).
Si a est une action commune, alors elle est présente dans les espaces d’actions des problemes
Py et Py et elle est alors considérée comme une action individuelle de I’agent ne nécessitant
aucune autre ressource que les ressources nécessaires a l’agent pour effectuer sa part de l’action.

Introduire les actions communes permet alors aux agents d’atteindre de nouveau le méme
espace d’états que dans le probléme biagent centralisé. Cependant, il faut & présent assurer que:

1. chaque action commune planifiée par un agent a bien valeur de proposition et non d’ordre,

2. chaque action commune présente dans le plan final ne rentre pas en conflit avec le reste
des plans des agents et avec les transitions effectivement réalisables dans le probléme.

Afin de vérifier ces conditions, la seconde couche du protocole de négociation adjoint a tout
message d’'un agent H vers un agent R, une liste de paires “action commune - intervalle tem-
porel” pendant laquelle le plan de H utilise le second agent comme une ressource. L’agent R
recoit alors le message de I'agent H, integre comme précédemment les variations temporelles
des variables communes dans son modele d’univers puis cherche une politique contrainte par les
actions communes imposées par H. Si aucune solution n’apparait, alors R rejette la contrainte en
question et envoie & H un message de refus (on peut raffiner la méthode ici en proposant 'usage
de contraintes souples). Dans le cas contraire, R optimise sa politique contrainte et renvoie
alors un message similaire a celui qu’il a regu, portant donc sur les variables communes et les
actions communes. On parvient ainsi a générer des solutions nécessitant des actions communes.
Comme précédemment, cette méthode est symétrique, on dispose de deux stratégies améliorées
alternativement par chaque agent. Lorsque H recoit un message de refus venant de R, c’est a lui
de proposer une nouvelle stratégie avec des nouvelles contraintes sur les actions communes. S’il
n’existe pas d’autres combinaisons d’actions communes pour H non plus, alors c’est que H a (ou
va) refusé(er) la proposition de R également et donc que 1'objectif n’est pas atteignable méme
avec des actions communes (puisques celles-ci ne sont pas admissibles) et donc que 'objectif
n’est pas atteignable dans le probléme centralisé non plus.
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FIGURE 5.6 — La méthode de coordination incluant la seconde couche du protocole de commu-
nication

La méthode générale est illustrée figure 5.6.

Afin de pouvoir comparer ces deux stratégies distinctes quand vient le moment d’exécuter, on
rajoute a chaque message une valeur de contribution a la valeur de I’état initial de la stratégie
globale : les récompenses associées aux actions communes ne sont comptabilisées que par les
agents initiateurs de la stratégie, et chacun indique pour combien il contribue; la stratégie de
plus grande valeur est alors choisie et exécutée.

5.5 Conclusion sur ’aspect biagent et ouvertures

On note qu’on ne dispose ni de garantie d’optimalité, ni de critére de terminaison. Cette
méthode étant une premiere proposition, elle n’a pas été explorée dans tous ses détails. Elle
a principalement été imaginée afin de définir les caractéristiques du planificateur temporel sur
lequel 'attention s’estvite portée. Cependant, la méthode a continué a évoluer en parallele, no-
tamment par la définition de la seconde couche du protocole de communication.

Afin d’étre comparée a ’existant, maintenant que le planificateur temporel dans l'incertain
est en cours de réalisation, cette méthode nécessite la confrontation aux solutions proposées
dans la littérature. Cela permettra de la confirmer, de I'invalider de la spécialiser ou de la mo-
difier dans son principe et son application.
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Conclusion

Pour conclure ce rapport, on peut reprendre la démarche qui a suscité I’évolution des idées
présentées précédemment. Partant d’un probleme de coordination, on a mis en évidence plusieurs
caractéristiques qui ont orienté nos recherches, notamment I'aspect décentralisé, la décision dans
I'incertain, la planification temporelle . .. On a alors imaginé une premiere méthode de coordina-
tion dérivée de notre probleme, et on en a déduit les caractéristiques nécessaires du planificateur
monoagent qu’on s’est donné pour tache de réaliser. On a alors commencé 'étude détaillée a
partir du plus bas niveau de notre architecture (appliquant ainsi une sorte de cycle de conception
en V) : le planificateur temporel. On a conservé a 'esprit, lors de son développement théorique
et pratique, que ce planificateur deva étre intégré dans le cadre biagent. Plusieurs possibilités
nouvelles d’évolution de la thése sont nées de cette étude de la planification temporelle sans
qu’on se soit lancé dans une recherche particuliere de la complexité. Au fur et a mesure que le
travail sur I’aspect de planification temporelle avancait, plusieurs raffinements ont été apportés
au premier jet de la méthode de coordination biagent. Au final, aujourd’hui le travail est mené
sur plusieurs fronts :

— Planification temporelle:

— implantation et test des méthodes de planification SMDP+ par programmation dyna-
mique et par recherche des dates de décision optimales.

— preuves d’équivalence des modeles et formalisation d’un tout cohérent intégrant I’ac-
tion paramétrique d’attente.

— Extension au traitement d’espaces d’actions continus (similarité avec les travaux en
controle optimal des processus continus) et aux méthodes approchées de résolution
avec espaces d’état, notamment via les techniques de décomposition, factorisation et
résolution par programmation linéaire approchée.

— Coordination multiagent dans l'incertain: travail bibliographique de confrontation du

premier modele proposé a des solutions existantes.

— Planificateur final : implantation des solutions retenues, tests et comparaison avec d’autres

solutions de la littérature.

L’ensemble de ces directions de recherche est 1ié par la thématique globale de notre probleme
applicatif de coordination de notre binéme de pompiers. L’intégration des solutions obtenues et
a venir sur un cadre réel de coopération : drone hélicoptere - robot terrestre, satellite - station
sol, etc. est un débouché intéressant et trés motivant.

64



FIGURE 5.7 — Une application possible ?
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Annexe A

Propriétés des convolutions utilisées

A.1 Cas ou f est un polynome

A.2 Cas ou f est un polynome défini par morceaux

A.2.1 Perte de la régularité du résultat

A.2.2 Forme générale des convolutions de polynomes définis par morceaux
A.2.3 Algorithme de calcul

Calcul du domaine de h(t) = (f ® g)(t)

Expression de h(t) sur chaque intervalle du domaine

d
Cas / flx)g(t — z)dz
(
Cas / t—90)f(x)g(t —x)dx

Cas /(t — Nt = 8)f(x)g(t — x)da

66



Annexe B

Racines de polynomes

B.1 degré deux, formule du binéme
B.2 degré trois, formule de Cardan
B.3 degré quatre, formule de Ferrari

B.4 degré cinq et plus, méthode de Sturm
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