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Résumé

Certains problèmes de décision dans l’incertain impliquent de choisir à la fois les actions à entre-
prendre et les paramètres associés à ces actions. Dans le cadre de la planification temporelle, les
récompenses liées à l’action "attendre une durée T" sont fortement liées à la durée choisie. On se pro-
pose d’étendre le modèle classique des Processus Décisionnels de Markov à temps discret pour prendre
en compte des dates de prise de décision stochastiques et des actions paramétriques. On présente le
modèle XMDP, son application au cadre TMDP et les travaux d’implantation dans le cadre de la
planification temporelle.
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1 INTRODUCTION

Lorsqu’on cherche à déterminer le plan de déplacement optimal pour aller de l’INRA à
l’ONERA comme illustré à la figure 1, on cherche une séquence d’actions alternant déplace-
ments et attentes. Par exemple, à 8h15, il peut être plus intéressant d’attendre 9h00 pour
partir de l’INRA car le coût du trajet rend prohibitif le déplacement en regard du gain sur
l’heure d’arrivée. De même, à 9h30, il peut être intéressant d’attendre le train pour arriver
plus tôt, plutôt que de s’engager sur les routes embouteillées. Cet exemple jouet illustre plu-
sieurs aspects des problèmes auxquels nous nous intéressons. En premier lieu, il s’agit de
problèmes dépendants du temps, où la dynamique d’une action est conditionnée par sa date
de réalisation. Par ailleurs, nos problèmes comportent une part d’incertitude dans le résultat
des actions. Enfin, le choix de certaines actions – comme “attendre” – s’accompagne du choix
de la valeur du paramètre correspondant – la durée d’attente en l’occurence. On s’intéresse
donc à des problèmes de décision dans l’incertain dont le modèle dépend du temps et com-
porte des actions paramétriques.

Les Processus Décisionnels de Markov (MDP) sont un cadre classique de représentation
des problèmes de décision séquentielle dans l’incertain. Nous rappellons leurs principales pro-
priétés et les mettons en lumière des caractéristiques que l’on cherche à modéliser en section
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Figure 1 – Exemple

2. Puis, en section 3 nous introduisons le cadre des MDP à actions paramétriques, ou XMDP,
que nous avons proposé pour modéliser et résoudre les problèmes de planification temporelle
dans l’incertain et à actions paramétriques. Nous concluons enfin en section 4 sur les travaux
actuels et les perspectives de recherche.

2 PLANIFICATION ET DECISION DANS l’INCERTAIN

2.1 PROCESSUS DECISIONNELS DE MARKOV

Un problème de planification est un problème de décision séquentielle : on cherche une
suite d’actions, prises parmi un ensemble donné, qui permette de satisfaire un certain critère :
arriver au but, maximiser l’espérance de gain . . . Certains problèmes de décision impliquent
de modéliser l’incertitude que l’on a sur le résultat des actions entreprises. Les MDP ([7])
constituent le cadre classique de représentation des problèmes de décision séquentielle dans
l’incertain. Formellement, un MDP est un quintuplet < S,A,P, r, T > où S est un ensemble
dénombrable d’états, A est un ensemble dénombrable d’actions, P (s′|s, a) est un modèle de
transition indiquant la probabilité d’arriver dans l’état s′, sachant que l’on entreprend a en
s, r(s, a) est un modèle de récompense associant à chaque transition (s, a) une valeur de gain
ou de coût et enfin T est un ensemble dénombrable de périodes de décision.

Lorsque T = N, on parle de problème à horizon infini. On cherche des solutions aux MDPs
sous la formes de politiques π : s 7→ a, qui associent une action à entreprendre à chaque état
de S. Optimiser un MDP revient alors à évaluer les politiques selon un certain critère et à
choisir celle de plus grande valeur. Le critère le plus couramment utilisé est appellé critère
γ-pondéré et s’écrit :

V πγ = E

(

∞
∑

δ=0

γtδrπδ |s0

)

(1)

Ce critère représente le gain cumulé obtenu sur un exécution à horizon infini, pondéré à
chaque étape par un facteur γ que l’on peut voir comme une probabilité de non-panne. La
politique π∗ de plus grande valeur V ∗ est appellée politique optimale.

Les algorithmes les plus utilisés d’optimisation des MDPs utilisent la programmation
dynamique (itération de la valeur, de la politique) ou la programmation linéaire sur la base



de l’équation d’optimalité de Bellman. Pour les politiques Markoviennes stationnaires ([1])
cette équation s’écrit :

V ∗(s) = max
a∈A





∑

s′∈S

P (s′|s, a)
(

R(s′, a, s) + γV ∗(s′)
)



 (2)

2.2 PLANIFICATION TEMPORELLE ET ACTIONS PARAMETRIQUES

Lorsqu’on cherche à modéliser dans le cadre MDP des problèmes similaires au problème
de navigation présenté ci-dessus, on se heurte à plusieurs écueils. Tout d’abord, le modèle
MDP à horizon infini ne capture pas la notion d’instationnarité et de dépendance au temps
dont on a besoin pour décrire le fait que, par exemple, la probabilité d’arriver à l’ONERA
en moins de dix minutes dépend de l’heure de départ. Cette dépendance nous pousse à in-
clure dans le modèle une variable temporelle, continue et observable qui puisse donc servir de
base à la décision dans une politique de type π(s, t). On est ainsi amené à chercher à inclure
une variable d’état représentant un temps continu dans le modèle. Or le critère et l’équation
d’optimalité font de cette variable temps une variable d’état à part en la faisant intervenir
comme exposant de γ. Nous verrons à la section suivante comment on adapte les équations
d’optimalité à ce fait.

Par ailleurs, lorsqu’on décide d’entreprendre une action de type “attendre”, il est néces-
saire de préciser la durée de l’attente et donc le paramètre associé à l’action. Les problèmes
de planification sujets aux actions paramétriques sont nombreux : tourner d’un angle θ pour
un satellite agile, injecter une quantité q d’un produit X pour un agent médical, avancer
d’une distance l, . . . Si l’espace des valeurs possibles pour le paramètre est continu, on sort
du cadre MDP classique et on se rapproche des thèmes de la commande optimale ([2]) sans
toutefois traiter le même problème car on cherche toujours une séquence d’actions discrètes
à paramètres continus et non un contrôleur continu. Le cadre XMDP de nous présentons à
la section suivante permet d’intégrer ces actions paramétriques au sens large dans un modèle
de planification temporelle.

Enfin, l’existence de paramètres d’action continus induit des variations continues de l’état
et on peut donc se trouver en présence de variables d’état à valeurs continues ou discrètes,
résultant en un état hybride. Sur ce dernier point, de nombreux travaux ([4, 5, 6]) ont déjà
été menés dans le cadre des MDP factorisés pour une résolution par programmation linéaire
approchée (ALP). Le cadre XMDP se place dans les hypothèses d’un état hybride (à compo-
santes discrètes et continues) et pose donc un pont à explorer entre MDP factorisés et actions
paramétriques (espace d’actions continu) en planification temporelle dans l’incertain.

3 LE MODELE XMDP

3.1 PRESENTATION

Un MDP à actions paramétriques (XMDP) est un quintuplet < S,A(X), p, r, T > où :
— S est un espace d’états défini comme une tribu de Boréliens sur des espaces continus

ou discrets. De façon simplifiée : les variables d’état sont des variables continues ou
discrètes, un état étant une instance de toutes les variables. La variable temps fait
partie de ces variables d’état.

— A(X) est un espace d’actions a(x) dénombrable, chaque a(x) étant une action para-
métrique, par exemple attendre(τ). L’espace X des paramètres peut être discret ou
continu.

— p(s′|s, a(x)) est une densité de probabilité (éventuellement discrète).



— r(s, a(x)) est une fonction de récompense sur les transitions (s, a(x)).
— T est un ensemble dénombrable de dates de décision à valeurs réelles.

Ce modèle nous permet de représenter le problème de navigation présenté plus haut avec
une variable d’état de position discrète, un temps continu, des actions discrètes de dépla-
cement et une action paramétrique attendre(τ) associée à un paramètre de durée continu.
Les transitions sont alors caractérisées par la densité de probabilité p(s′|s, a(x)) donnant la
distribution de probabilités sur l’état d’arrivée s′ sachant l’état de départ s, l’action a choisie
et la valeur du paramètre x.

On peut remarquer que si les espaces d’états et de paramètres sont entièrement discrets,
alors les distributions p sont des distributions discrètes, les intégrales sur des intervalles de-
viennent des sommes et on se ramène alors à un MDP classique. Le modèle XMDP inclut
donc le modèle MDP.

3.2 EQUATIONS D’OPTIMALITE

A partir du modèle que nous avons introduit, nous nous sommes attachés à prouver la
validité des équations d’optimalité suivantes qui sont l’extension naturelle des équations d’op-
timalité dans le cas discret.

On définit l’opérateur d’évaluation des politiques Lπ comme :

LπV (s, t) = r(s, t, π(s, t)) +

∫

t′∈R

s′∈S

γt
′−tp(s′, t′|s, t, π(s, t))V (s′, t′)ds′dt′ (3)

LπV représente la récompense associée au fait d’appliquer la politique π sur un coup dans
l’état courant puis d’arriver dans un état de valeur V . Nous avons alors montré que la valeur
V π de la politique π est l’unique solution de l’équation V = LπV .

Nous avons donc donné une manière de caractériser la fonction de valeur associée à une
politique. Afin de compléter la similitude d’approche avec les MDP classiques, nous introdui-
sons l’opérateur de programmation dynamique, ou opérateur de Bellman L :

LV (s, t) = sup
π∈D
















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′, t′|s, t)V (s′, t′)ds′dt′
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(4)

LV représente alors l’optimisation sur un coup de la politique π courante. Nous avons
alors montré le résultat fondamental suivant qui étend la notion d’équation d’optimalité des
MDP aux XMDP :

V ∗ est l’unique solution de V = LV .

On peut ainsi mettre en oeuvre des méthodes de programmation dynamique sur la base
de la construction itérative de la suite des (Qn)n∈N

et (Vn)n∈N
:

Vn+1(s, t) = max
a∈A

{

Qn(s, t, a)
}

(5)

Qn(s, t, a) = sup
x∈X

{

r(s, t, a(x)) +

∫

t′∈R

s′∈S

γt
′−tp(s′, t′|s, t, a(x))Vn(s

′, t′)ds′dt′
}

(6)



3.3 APPLICATION AU CADRE TMDP

Dans [3], Boyan et Littman définissent un cadre TMDP comme un MDP où chaque action
est décomposable en une paire (t′, a), indiquant qu’il faut attendre la date t′ puis entreprendre
l’action a. Malheureusement, le critère d’optimisation et la preuve de validité de l’équation
d’optimalité utilisée ne sont pas fournis. Nous avons prouvé qu’un TMDP est en fait équi-
valent à un XMDP avec une unique action paramétrique attendre(t′) et que chaque action
d’un TMDP masque en fait une action d’attente (de durée eventuellement nulle) et une action
discrète à entreprendre.

Nous avons prouvé la validité de l’équation d’optimalité TMDP et avons étendu le modèle
TMDP à des problèmes plus généraux. En effet, dans [3] les distributions sur la variable t′ sont
définies comme des distributions discrètes. Partant du constat qu’on peut approcher n’im-
porte quelle fonction discontinue par un polynôme défini par morceaux, nous avons proposé
une méthode de résolution des TMDP pour des distributions polynômiales par morceaux ([8]).

4 TRAVAUX ACTUELS ET CONCLUSION

4.1 TRAVAUX ACTUELS

Nos travaux portent actuellement sur l’implantation et le test du modèle XMDP dans
le cas de problèmes similaires à ceux de [3] ou à celui présenté en introduction. Un objec-
tif à court terme dans le cadre d’un projet LAAS-ONERA est d’équiper un binôme robot
terrestre - drone hélicoptère d’un planificateur XMDP afin d’appuyer leur coordination pour
l’exploration et la navigation conjointe dans une zone mal connue.

4.2 PERSPECTIVES

Parallèlement au développement logiciel qui nous permettra de tester différentes approches
d’optimisation des XMDP (comme, par exemple, celle que que nous avons proposée dans [9])
et de les comparer, nous nous concentrons sur la représentation générique de fonctions de
plusieurs variables continues pour parvenir à un cadre de résolution efficace. Pour celà, nous
cherchons a faire un pont avec les travaux existants sur les MDPs factorisés à espace d’état
hybride développés dans [4, 5, 6]. L’objectif étant à terme d’utiliser l’expressivité des espaces
d’états factorisés pour résoudre des problèmes hybrides de grande taille.

Un autre objectif de la thèse consiste à intégrer ce cadre de planification dans un contexte
de coordination temporelle de plusieurs agents et d’optimisation en ligne de leur statégie.

4.3 CONCLUSION

Nos travaux étendent le cadre MDP classique à la prise en compte d’une variable tem-
porelle continue et à des espaces d’actions continus (paramétriques). Nous nous sommes
concentrés sur l’établissement d’équations d’optimalité et leur application à la programma-
tion dynamique. Nous avons étendu en pratique le cadre XMDP aux problèmes de type
TMDP ([3]) et l’implantation est en cours afin d’évaluer les performances de notre approche.
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