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Michail G. Lagoudakis Professeur Technical University of Crete, examinateur.
Michael Littman Professeur Rutgers University, examinateur.
Rémi Munos Directeur de recherche INRIA, rapporteur.
Olivier Sigaud Professeur Université Paris 6, rapporteur.
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Résumé

Ce travail de recherche s’intéresse au problème de planification dans l’in-
certain en environnement instationnaire. Notre motivation première pro-
vient du problème consistant à construire un agent logiciel autonome,
capable de se coordonner avec l’évolution incertaine de son environne-
ment. Cet environnement peut être constitué d’autres agents communi-
quant leurs intentions, ou de processus concurrents non-contrôlables pour
lesquels un modèle est disponible sous une forme ou une autre. Nous explo-
rons différentes approches de modélisation d’une dépendance temporelle
continue dans le cadre des Processus Décisionnels de Markov (MDP), ce
qui nous mène à définir le cadre des Problèmes Décisionnels de Markov
Temporels. Puis, nous nous intéressons à deux paradigmes en particulier.
En premier lieu, nous considérons les problèmes stochastiques temporels
de décision via les modèles à événements implicites et les décrivons au
travers du formalisme des MDP dépendants du temps (TMDP). Nous
étendons la portée de résultats précédents concernant l’existence d’une
équation d’optimalité et présentons un nouvel algorithme d’Itération de
la Valeur fondé sur les propriétés des représentations polynômiales par
morceaux. Cet algorithme permet d’étendre la résolution des TMDP à
un plus large classe de problèmes. Ces conclusions ouvrent alors la voie
à une discussion plus générale au sujet des actions paramétriques dans
le cadre des MDP à espaces d’états et d’actions hybrides et à temps
continu observable. Dans un second temps, nous considérons la possibi-
lité de modéliser séparément les contributions concurrentes d’événements
exogènes au système. Cette approche de modélisation à événements ex-
plicites nous mène au cadre des Processus Décisionnels Semi-Markoviens
Généralisés (GSMDP). Nous établissons un lien entre le cadre général de
la théorie de Spécification des Systèmes à Evénements Discrets (DEVS)
et le formalisme des GSMDP, permettant ainsi la spécification de simu-
lateurs compatibles avec tout système à événements discrets. Puis nous
définissons une approche d’Itération de la Politique fondée sur la simula-
tion pour construire des politiques de contrôle des Problèmes Décisionnels
de Markov Temporels à événements explicites. Cette contribution algorith-
mique rassemble des résultats de simulation, de recherche en avant pour
les MDP et d’apprentissage statistique. L’approche à événements impli-
cites est évaluée sur un problème de planification d’un rover martien et sur
un problème de patrouille d’un drone, tandis que l’approche à événements
explicite est testée sur un problème de contrôle d’un réseau de métro.

Mots clés

Décision dans l’incertain, Processus Décisionnels de Markov, problèmes de
planification dépendant du temps, espaces d’états hybrides, modélisation
de processus décisionnels stochastiques dépendant du temps, contrôle de
processus à événements discrets implicites ou explicites.
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le plaisir (ces dernières années ont tout simplement été extraordinaires) et la gratitude que
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soutien pendant cette dernière année. Je te souhaite (pour le moins) un bon retour en Aus-
tralie et espère avoir de tes nouvelles bientôt.

Alors que je me rapproche de plus en plus des gens présents au quotidien lors de ma
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de vue très clairs sur la planification à la plus improbable et solide des amitiés, j’ai des
milliers de raisons de te remercier. Laisse-moi au moins le faire pour les heures sans fin que
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2 Problèmes Décisionnels de Markov Temporels — Modélisation 5
2.1 Processus Décisionnels de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Temps et MDPs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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5.1 Equations d’optimalité et propriétés de la fonction de valeur . . . . . . . . . . 17
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Notations

∗ Opérateur de convolution
‖ · ‖I,∞ ‖g‖I,∞ = sup

x∈I
|g(x)|

δ Numéro d’étape d’un processus
ρ Trajectoire d’exécution
σ Etat augmenté d’un SMDP+, correspond à (s, t)
µ Réalisation d’un TMDP
A Espace d’actions
a Action
aδ L’action choisie à l’étape δ
an Dans un espace d’actions fini, ceci est le nième élément de A

F (τ |s, a) Fonction de durée d’un SMDP (fonction de répartition)
f(τ |s, a) Fonction de durée d’un SMDP (densité de probabilité)

L Opérateur de Bellman
Lπ Opérateur d’évaluation des politiques

Pr(X = x) Probabilité que la variable aléatoire X vaille x
P (s′|s, a) Modèle de transition d’un MDP

R Modèle de récompense par transition d’un MDP : R(s, a, s′)
r Modèle de récompense par paire état-action d’un MDP : r(s, a)
S Espace d’états
s Etat
sδ La variable aléatoire “état” à l’étape δ
sµ L’état associé à la réalisation µ dans un modèle TMDP
sn Dans un espace d’états fini, désigne le nième élément de S
V ∗ Fonction de valeur optimale

V π∗ , V π Fonction de valeur de la politique optimale / de la politique π
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Préambule

Ce manuscrit en français est un résumé des travaux de thèse. Conformément au directives
de rédaction des mémoires de thèse, ce document auto-suffisant fait référence au document
compagnon, plus détaillé, rédigé en anglais et suivant le même plan. Ainsi, il est recommandé
au lecteur anglophone de se tourner vers le manuscrit en anglais afin de disposer de la version
la plus détaillée des travaux.

Le contenu de ce mémoire en français doit cependant permettre au lecteur désirant ra-
pidement parcourir le contenu de la thèse de se faire une idée générale des contributions
et des résultats obtenus. Il nécessite toutefois quelques prérequis supplémentaires, rendus
nécessaires par la réduction des détails et des discussions.

Par ailleurs, ayant été rédigé après le manuscrit en anglais, ce document présente la qua-
lité d’avoir plus de recul sur les travaux que lors de la rédaction en détail de la thèse.
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Première partie

Introduction

1





1
Bien décider : des exemples aux Problèmes Décisionnels de

Markov Temporels

Ce chapitre d’introduction s’ouvre sur une vue générale du contexte de travail de
cette thèse, puis se concentre de façon plus précise sur notre domaine d’étude. Nous
commençons au niveau “humain”, considérant la question générale de la Décision
et ses différents aspects, motivant ainsi les diverses approches de formalisation de
la question et soulignant les caractéristiques des approches formelles. Puis nous
passons en revue un certain nombre de caractéristiques définissant différents do-
maines des Sciences de la Décision. Ceci nous permet de cerner plus précisément
notre sujet d’étude. Nous nous concentrons alors sur les domaines de la Planifica-
tion dans l’Incertain et de l’Apprentissage par Renforcement, au sein desquels nous
définissons enfin la classe des Problèmes Décisionnels de Markov Temporels.

1.1 La question de la décision

La démarche de décider est au coeur de notre vie de tous les jours. L’acte de décider est
un concept qui a fasciné de nombreux penseurs de tous bords : philosophes, mathématiciens,
biologistes, psychologues, informaticiens. On peut ramener les enjeux de la décision à la ques-
tion de choisir une “action” parmi plusieurs disponibles et ce de la manière qui nous semble
la plus appropriée.

Du point de vue de l’intelligence artificielle, construire un agent autonome du point de
vue de la décision est un vieux rêve. Or définir un tel agent passe par une formulation
rigoureuse du problème afin d’en analyser les propriétés mathématiques et de concevoir les
outils informatiques nécessaires à sa résolution. Une telle analyse passe par la définition de
concepts tels que

– les variables de l’environnement de décision,
– les variables de décision elles-mêmes,
– les relations entre ces variables indiquant quelles sont les configurations et combinaisons

possibles de l’environnement,
– la dynamique temporelle de ces relations au fur et à mesure de l’interaction de l’agent

avec son environnement, ce qui amène la notion
– d’agent ou d’agents décideur(s).
Nous nous intéresserons dans ce manuscrit à des problèmes :
– de décision séquentielle, impliquant

3



Chapitre 1. Bien décider : des exemples aux Problèmes Décisionnels de Markov Temporels

– un unique agent, interagissant avec
– un environnement présenté comme un système dynamique à événements discrets,
– décrit dans un cadre probabiliste ,
– dont le modèle est fourni comme un système à événements implicites ou comme un

simulateur et
– impliquant un unique critère de décision fondé sur l’observation de l’interaction entre

l’agent et son environnement.

1.2 Planifier et Apprendre à agir

Le problème de la décision séquentielle sous incertitudes probabilistes a été étudié sous
plusieurs aspects qui portent les noms de Planification dans l’incertain, Commande optimale
stochastique ou Apprentissage par renforcement. Ces trois approches utilisent la même base
de modélisation : les Processus Décisionnels de Markov, mais diffèrent dans les hypothèses
qu’elles effectuent sur les problème et sur l’approche de résolution qu’elles envisagent.

1.3 Temps, Incertitudes et Problèmes de décision séquentiels

Des exemples comme le problème de coordination en cours de mission de deux drones pa-
trouillant un territoire inconnu permettent d’illustrer la place de la variable temporelle dans
les problèmes de planification dans l’incertain. Supposons pour l’exemple que le concepteur
du système souhaite doter les deux drones d’autonomie décisionnelle afin que l’un ne soit pas
asservi à l’autre pour planifier ses actions. Il met alors en place un procédé de coordination
par déclaration d’intentions et déplace alors le problème de coordination vers un problème
qui correspond, pour chaque agent à planifier dans un environnement instationnaire.

Cette instationnarité est ici induite par les intentions de l’autre agent, cependant, de nom-
breux autres exemples, comme la gestion de mission d’un rover Martien, l’optimisation des
décisions de mise en service de lignes de métro dans un réseau urbain, la gestion du roulage
au sol des avions dans les aéroports, etc. sont autant d’exemples de décision dans l’incer-
tain en présence de phénomènes instationnaires. On peut alors extraire leur problématique
commune comme celle de décider d’une politique d’action optimale, vis-à-vis des contraintes
d’instationnarité et d’incertitude du problème ainsi que d’un critère d’optimalité prédéfini.

Sur la base de ces constatations, nous définissons les Problèmes Décisionnels de Mar-
kov Temporels comme les problèmes de décision séquentielle présentant les caractéristiques
suivantes :

– Systèmes à événements discrets.
– Incertitudes sur les résultats d’action
– Incertitude sur les durées (éventuellement continues) de transition
– Dépendance explicite au temps (variable temporelle observable)

On peut alors rapidement se rendre compte qu’une des principales sources de la complexité
d’analyse de tels processus tient à la :

– Concurrence de processus incontrôlables.
Cette caractéristique, bien que peu quantifiable, est cependant au coeur de nos préoccupations
dans ce manuscrit.

4



2
Problèmes Décisionnels de Markov Temporels — Modélisation

La planification est la branche de la théorie de la décision qui traite de la sélection
et de l’ordonnancement d’actions de haut niveau afin de parvenir à un certain but
ou comportement. Ce chapitre introduit les notions de bases et les formalismes qui
seront utilisés tout au long de la thèse. Nous commençons avec le cadre général
des Processus Décisionnels de Markov (MDP) afin de modéliser l’incertitude sur les
résultats d’action. Nous soulignons alors où se trouvent les difficultés lorsque l’on
souhaite introduire un temps observable dans le cadre MDP. Cette discussion nous
mènera à l’introduction progressive de modèles spécifiques issus de la littérature afin
de modéliser la dépendance temporelle continue dans le cadre de la planification
dans l’incertain.

2.1 Processus Décisionnels de Markov

Les Processus Décisionnels de Markov constituent un cadre devenu standard pour représenter
les problèmes de décision séquentielle dans l’incertain. Un MDP est défini par la donnée de :

– S, un espace d’états, généralement discret et fini (dénombrable)
– A, un espace d’actions, généralement fini également
– P , une fonction de transition Markovienne, indiquant la probabilité P (s′|s, a) d’at-

teindre l’état s′ après avoir entrepris l’action a dans l’état s.
– r un modèle de récompense associant un gain ou une perte à chaque transition (s, a).

t0 1 n n + 1

s0

}
p(s1|s0, a0)
r(s0, a0)}

p(s1|s0, a2)
r(s0, a2)

sn p(sn+1|sn, an)
r(sn, an)

Fig. 2.1 – Evolution d’un MDP

La résolution d’un problème de contrôle d’un MDP se fait généralement au travers de la
définition d’une politique π qui associe à chaque état une action. Une telle politique est dite
Markovienne et l’on sait que pour les critères d’optimisation usuels, il existe au moins une
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politique optimale qui soit Markovienne.

2.2 Temps et MDPs

La question de représenter l’évolution temporelle des processus stochastiques n’est pas
neuve et de nombreux formalismes ont été introduits pour capturer différents aspects des
problèmes de décision stochastiques et temporels. Nous résumons les relations entre ces
différents formalismes sur la figure 2.2.

MP SMP GSMP

MDP SMDP GSMDP

SMDP+,
TMDP,
XMDP
(part II)

GSMDP with
observable time

(part III)

(a)

(a) (b)

(b)

(b)

(c) (c) (c)

(d) (d) (d)

(a) add continuous sojourn time
(b) add concurrency
(c) add action choice
(d) add observable time

Fig. 2.2 – Carte des relations entre modèles

2.3 Similarités et différences avec les problèmes “classiques” MDP

L’introduction d’un temps continu observable dans le cadre d’un modèle MDP amène
quelques remarques et caveat. D’une part il est crucial de distinguer trois notions de temps
différents lorsqu’on parle de tels processus stochastiques.

– D’une part le temps de la châıne de Markov sous-jacente au couple MDP-politique.
Ce temps est un entier correspondant au nombre d’étapes parcourues par le processus
jusque là.

– D’autre part les durées de transition, aussi appelées durées de séjour. Indiquant com-
bien de temps le système passe dans chaque état avant d’entreprendre une nouvelle
transition discrète.

– Enfin la variable temporelle usuelle elle-même, le temps de la montre, celui que l’on
peut mesurer et considérer comme une variable d’environnement ou comme une res-
source.

Par ailleurs, considérer un temps observable dans un problème MDP implique nécessairement
de redéfinir la précédente notion d’horizon en regard de notre connaissance de l’instationna-
rité des phénomènes en jeu. Cela conduit à la distinction entre horizon de planification et
horizon temporel et permet d’introduire la notion de pseudo-horizon.

Enfin, il est important de noter que l’introduction d’une variable temporelle observable
dans l’espace d’état implique nécessairement une structuration de la dynamique du système.
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Cette structuration peut-être vue comme la conséquence du principe de causalité et son
exploitation permet d’envisager des approches dédiées aux problèmes temporels.
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3
Organisation du manuscrit

Cette thèse est organisée en une partie d’introduction et deux parties de développement.
L’introduction, à la fin de laquelle se trouve le présent chapitre, a pour vocation de présenter
le domaine d’étude considéré en partant de considérations très générales accessibles à tous,
pour arriver à un niveau de modélisation fin de ce que nous nommons “Problèmes Décisionnels
de Markov Temporels”. Cette introduction pose notamment un certain nombre de bases de
modélisation qui sont à l’origine de la structure en deux parties du développement qui suit.

[Boutilier et al., 1999] effectue une distinction nette entre deux paradigmes de représentation
de la dynamique des systèmes à événements discrets contrôlables. D’une part, on considère
des systèmes à événements implicites. Dans de telles représentation, l’évolution temporelle
du système et l’impact des processus extérieurs à l’agent sont directement intégrés dans sa
fonction de transition. Ainsi, dans un tel modèle décisionnel à événements discrets, seules les
actions de l’agent permettent de faire évoluer l’environnement. La partie II du manuscrit se
concentre sur l’analyse de tels modèles de représentation et sur l’algorithmique de résolution
des problèmes associés. Cette étude est principalement menée au travers du cadre TMDP de
[Boyan and Littman, 2001] et s’ouvre sur des modèles plus généraux.

La partie III en revanche se concentre sur le second paradigme mis en avant par [Bou-
tilier et al., 1999] : les systèmes à événements explicites. Ces systèmes décrivent l’évolution
concurrente des processus dynamiques à événements discrets qui composent l’environnement
de l’agent, séparément du modèle de ce dernier. Ainsi, de tels systèmes à événements discrets
reposent fortement sur l’idée de concurrence d’exécution. Dans la partie III, nous établissons
un parallèle entre le formalisme GSMDP de [Younes and Simmons, 2004] et la théorie de
spécification des systèmes à événements discrets DEVS. Nous nous intéressons alors aux
approches d’apprentissage par renforcement exploitant la simulation des GSMDP afin de
construire incrémentalement des politiques de contrôle appropriées. Ce travail nous emmène
notamment au sein de problèmes d’apprentissage statistique que nous cherchons à résoudre
pour représenter les politiques et fonctions de valeur apprises par notre algorithme ATPI.
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Deuxième partie

Planifier en fonction d’un temps
continu observable dans le cadre

des processus décisionnels de
Markov
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4
Un lien entre SMDP et TMDP : le modèle SMDP+

La partie précédente a fourni une introduction générale aux modèles de prise en
compte des conséquences temporelles d’actions dans le cadre MDP. Le formalisme
TMDP de [Boyan and Littman, 2001] semble constituer un cadre naturel et adapté
à la modélisation de la dépendance au temps dans un problème MDP. Toutefois, la
place d’un tel modèle dans la famille des processus stochastiques et, par exemple,
le lien avec les processus décisionnels à événements discrets et à durées continues
comme les SMDP est encore mal exploré. Dans ce chapitre, nous nous attachons à
établir un tel lien et à répondre à la question “les TMDP sont-ils des SMDP avec
temps observable ?”. Pour cela, nous introduisons le modèle SMDP+ afin d’illustrer
le critère optimiser et de clarifier la question de la passivité dans les TMDP.

4.1 Introduire un temps observable dans le cadre SMDP

Nous définissons un SMDP+ comme un SMDP incluant, dans son ensemble de variables
d’état, la variable temporelle. Cela conduit à la définition suivante : un SMDP est constitué
de

– Σ, un espace d’état augmenté contenant les paires (s, t) et pouvant être décomposé en :
– un ensemble d’états discrets s ∈ S,
– une variable temporelle continue t ∈ R.

– A, un espace d’actions discrètes.
– Q(σ′|σ, a), la fonction de répartition du modèle de transition. Cette dernière peut être

décomposée en Q(σ′|σ, a) = P (s′|s, t, a) · F (t′|s, t, a, s′). Par commodité, on pourra
noter indifféremment le modèle de durée f(t′|s, t, a, s′) où f(τ |s, t, a, s′), avec :

f(t′|s, t, a, s′) =
{

0 if t′ < t
f(τ = t′ − t|s, t, a, s′) if t′ ≥ t

– R(σ′, a, σ), le modèle de récompense.

Une telle définition implique de repréciser le critère γ-pondéré et l’équation de Bellman
associée :

V π = E

( ∞∑
δ=0

γtδrπδ |σ0

)
(4.1)
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V π(σ) =
∑
s′∈S

∞∫
0

(
R(s′, t+ τ, π(σ), σ) + γτV π(σ′)

)·f(τ |σ, π(σ), s′)P (s′|σ, π(σ))dτ = Ltπ(V π)(σ)

(4.2)

V ∗(σ) = max
a∈A

∑s′∈S
∞∫

0

(
R(s′, t+ τ, a, σ) + γτV ∗(σ′)

) · f(τ |σ, a, s′)P (s′|σ, a)dτ

 (4.3)

V ∗(σ) = LV ∗(σ)

4.2 Le problème de la passivité dans le modèle SMDP+

Plusieurs choses sont à noter lorsqu’on introduit un temps continu dans un SMDP. D’une
part, il vient naturellement à l’esprit d’introduire alors une action “attendre”. Cependant
cette action ne peut être définie que relativement à des paramètres de durée d’action ou de
date de fin d’action. Par ailleurs, définir une telle action implique de définir un modèle de
transition correspondant, illustrant le fait que dans un modèle TMDP, l’hypothèse implicite
par défaut est que “attendre” est une action déterministe qui n’affecte que la variable tem-
porelle. On ne capture donc pas tous les cas de SMDP à temps continu avec le cadre TMDP.

Définir une notion d’attente dans le cadre SMDP+ le plus général implique nécessairement
de définir une action paramétrique continue correspondante, malgré l’intuition qui semble
indiquer que l’on peut simplifier le problème en introduisant une action déterministe comme
dans le cas TMDP.

4.3 Quelle est alors la différence entre “attendre” et “ne rien faire” ?

L’idée de ne rien faire est absente du concept de système décisionnel à événements dis-
crets implicites car l’évolution d’un tel système est conditionnée par la prise de décision de
l’agent. S’il n’y a pas d’action, il n’y a pas d’évolution.

Introduire l’absence d’action sur une certaine durée ne correspond pas non plus à une
action “attendre” car cela implique alors de définir un problème de décision hybride en terme
de description temporelle du système. “ne rien faire” est une action comparable aux com-
mandes rencontrées en commande optimale à temps continu tandis que toutes les autres
actions restent propres aux systèmes à événements discrets.

Au final, c’est bien la définition d’une action “attendre”, associée à une gamme de pa-
ramètres possibles, qui permet de définir rigoureusement une modèle de transition et de
récompense pour l’inclusion dans un système décisionnel à événements discrets.

4.4 Définition des politiques SMDP+

Une politique SMDP+ est donc définie comme une application :

π :
{

Σ → A+
s, t 7→ a

(4.4)
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où A+ est un espace d’actions augmenté qui comprend toutes les instances possibles de
l’action “attendre”. Il faut alors mettre à jour les deux équations d’évaluation des politiques
et d’optimalité présentées plus haut.

4.5 Le lien entre TMDP et SMDP+

On peut alors montrer que les TMDP, qui décomposent toute transition en l’entreprise
d’une action puis la réalisation d’un “outcome” comme illustré à la figure 4.1, sont un cas
particulier de SMDP+.

s1 a1

µ1, 0.2

µ2, 0.8
s2

Pµ2 Tµ2 = ABS

Pµ1 Tµ1 = REL

Fig. 4.1 – TMDP - éléments de base

On montre séparément les trois points suivants :
– Equivalence des modèles : il est possible de transformer exactement un TMDP en

SMDP+. La transformation inverse est possible sous certaines hypothèses.
– Equivalence des équations d’optimalité sous hypothèse de critère total pour les SMDP+.
– Equivalence de l’exécution de deux politiques, l’une spécifiée dans le cadre TMDP,

l’autre dans le cadre SMDP+.

4.6 Conclusion

Nous avons établi le lien entre le cadre TMDP et le cadre SMDP, au travers de l’intro-
duction d’un modèle plus générique nommé SMDP+. Nous avons ainsi fourni ainsi une base
théorique plus solide à l’analyse des équations d’optimalité des TMDP et à la compréhension
des questions d’“attente” ou de “passivité” dans les systèmes à événements discrets. Par
ailleurs, cette analyse a permis de montrer à la fois les limites d’expressivité du modèle
TMDP et les raccourcis dans sa formulation qui en font un modèle facile d’usage.
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5
Résolution des TMDP par programmation dynamique

Le précédent chapitre établissait le lien entre le cadre TMDP et les processus
décisionnels stochastiques classiques. Nous y avons notamment illustré le fait que
l’équation d’optimalité TMDP correspondait à un critère total. Nous pouvons à
présent nous concentrer sur la résolution de cette équation. Notre objectif est d’ana-
lyser les raisons qui ont permis une résolution exacte dans le cas de [Boyan and
Littman, 2001], de déterminer si et comment nous pouvons étendre cette résolution
et d’introduire les outils de calcul qui nous permettront d’effectuer des itérations
de Bellman exactes dans le cadre TMDP.

5.1 Equations d’optimalité et propriétés de la fonction de valeur

La lecture de ce chapitre présuppose une certaine connaissance du modèle TMDP de
[Boyan and Littman, 2001]. Notre objectif dans ce chapitre va être de trouver une suite de
fonctions Vn appartenant toutes au même espace de fonctions (solution à forme fermée) et
solutions du système récurrent d’équations :

Vn+1(s, t) = sup
t′≥t

(∫ t′

t
K(s, θ)dθ + V n(s, t′)

)
(5.1)

V n(s, t) = max
a∈A

Qn(s, t, a) (5.2)

Qn(s, t, a) =
∑
µ∈M

L(µ|s, t, a) · Un(µ, t) (5.3)

Un(µ, t) =
{ ∫∞

−∞ Pµ(t′)[R(µ, t, t′) + Vn(s′µ, t
′)]dt′ if Tµ = ABS∫∞

−∞ Pµ(t′ − t)[R(µ, t, t′) + Vn(s′µ, t
′)]dt′ if Tµ = REL

(5.4)

Par ailleurs, nous nous attacherons à chercher une telle famille de fonctions de façon à faciliter
sa mise en oeuvre pratique dans un algorithme de type itération de la valeur.

5.2 Les fonctions polynômiales par morceaux

Notre choix s’est tourné vers l’étude des fonctions polynômiales par morceaux. Il y a de
nombreuses raisons à cela :

– La résolution exacte de [Boyan and Littman, 2001] s’est effectuée dans le cadre des
fonctions constantes et linéaires par morceaux. Passer au cadre polynômial semble
donc une extension logique.
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– La famille des fonctions polynômiales et polynômiales par morceaux est bien connue
et étudiée, notamment dans le cadre de la théorie des splines [Ahlberg et al., 1967].

– Par ailleurs, pour la représentation de densités de probabilités, si les distributions clas-
siques (Bêta, Gaussienne, exponentielle, . . . ) sont couramment utilisées, il est difficile
d’effectuer des calculs formels exacts dessus. Les fonctions polynômiales par morceaux
sont, à ce titre, nettement plus faciles à manipuler.

– De plus, afin de modéliser des quantités évoluant de façon discontinue (modèle de
récompense par exemple) la définition “par morceaux” fournit un cadre d’étude adapté.

– Enfin, la connaissance des densités de probabilité et autres fonctions nécessaires à
la définition de nos modèles n’est précise qu’à un certain écart près. Approcher, par
exemple, une Gaussienne, par une fonction polynômiale par morceaux correspondante
est acceptable en regard de l’incertitude sur les fonctions du modèle en premier lieu.

5.3 Recherche d’une solution stable à l’équation de Bellman

En suivant la propagation d’une fonction Vn au travers du système d’équations présenté ci-
dessus, nous montrons que si le modèle est composé de fonctions polynômiales par morceaux
et de distributions discrètes ou polynômiales par morceaux, alors il est préférable de chercher
les éléments de la suite {Vn} au sein des fonctions polynômiales par morceaux. La figure 5.1
illustre notamment la propagation d’une fonction au travers de l’équation 5.1.

0 1 2 3 4 5
0

1

2

t′

V (s, t′)

0 1 2 3 4 5
0

1

2

t′

f(t′) = V (s, t′)− kt′

t

g(t) = sup
t′≥t

f(t′)

0 1 2 3 4 5
0

1

2

t

V (s, t) = kt + g(t)

0 1 2 3 4 5
0

1

2

Fig. 5.1 – Illustration de l’équation 5.1

18



5.4. Borner le degré des polynômes utilisés

5.4 Borner le degré des polynômes utilisés

Notons d◦(·) l’opérateur donnant le degrés d’une fonction polynômiale par morceaux et
supposons que :

– d◦(Pµ) = A
– d◦(r) = B
– d◦(L) = C
Si l’on suppose que d◦(V0) = 0, on peut alors écrire que le degré de V1 est D1 =

A + B + C + 1, celui de V2 est D2 = 2A + B + 2C + 2, etc. Ainsi le degré de V aug-
mente nécessairement avec les itérations à moins que A+ C = −1.

Or, en regard de la propriété d’évolution du degré des polynômes lors d’une opération
de convolution, la famille des distributions de probabilité discrètes se comporte comme un
polynôme de degré −1. Nous concluons ainsi que le seul cas possible de stabilité du degré de
Vn correspond aux modèles pour lesquels C = 0 et A = −1.

Nous retrouvons ainsi un résultat qui inclut le résultat de résolution exacte de [Boyan
and Littman, 2001]. Le degré de Vn reste stable au travers des itérations si :

– Pµ est une distribution discrète
– L est une fonction constante du temps
– r est une modèle de trois fonctions indépendantes, polynômiales par morceaux de degré

quelconque B.

5.5 Est-il possible d’étendre la méthode de résolution exacte ?

Partant du dernier résultat, l’extension de la résolution exacte nécessite au minimum de
se situer dans le cadre défini ci-dessus. Cependant, un tel cadre ne garantit que la stabilité du
degré de Vn, il faut donc vérifier que chacune des opérations des équations de programmation
dynamique peut s’effectuer de façon exacte.

Nous montrons finalement qu’une telle résolution ne peut se faire que si le degré B est
inférieur ou égal à 4 en raison de notre incapacité à trouver systématiquement des racines
de polynômes de degré supérieur à 5.

Nous avons donc retrouvé quasiment le même résultat que [Boyan and Littman, 2001] en
cherchant à l’étendre. Cette exploration des propriétés des équations 5.1 à 5.4 nous permet de
cerner où se trouvent les difficultés associées à un cadre polynômial par morceaux et ouvrent
ainsi la voie à la généralisation d’un algorithme d’itération de la valeur sur des TMDP dans
un cadre exact ou approché.
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6
L’algorithme TMDPpoly : résolution de TMDP généralisés

Pour des TMDP définis avec des fonctions polynômiales par morceaux pour les
modèles de transition, de récompense et de durées, les itérations de Bellman peuvent
être effectués via un calcul analytique, permettant une recherche de solution opti-
male dans la famille des fonctions de valeur polynômiales par morceaux. La chapitre
précédent a posé les bases et les limites d’une telle résolution exacte et à degré stable.
Sur cette base, nous introduisons l’algorithme TMDPpoly qui combine les calculs
analytiques des itérations de Bellman (calculs impliquant des résolutions exactes
ou approchées), une approximation en norme infini des fonctions de valeur et une
recherche par programmation dynamique ordonnée afin de résoudre le cas général
des TMDPs à fonctions polynômiales définies par morceaux.

6.1 Extensions à la résolution exacte des TMDP : conclusions et pro-
priétés

1. Si le TMDP à résoudre satisfait les conditions énoncées au chapitre précédent alors
l’algorithme d’itération de la valeur produit une séquence de fonctions polynômiales
par morceaux de degré stable.

2. La résolution d’un TMDP peut découpler la recherche d’actions de la durée d’attente
et ainsi alterner des phases d’attente et d’action car l’action “attendre” n’a pas d’effet
sur l’état discret du système et est déterministe vis-à-vis de la variable temporelle.

3. Alterner ces phases permet de découpler l’équation d’optimalité et de simplifier le
problème comme indiqué par les équations 5.1 à 5.4.

4. Tenir compte de la variable temporelle observable correspond alors à organiser les passes
de programmation dynamique afin de tenir compte du principe de causalité. L’idée de
mettre à jour en premier les états proches de l’état souhaité final est généralisé par
l’algorithme de Prioritized Sweeping de [Moore and Atkeson, 1993].

6.2 Calcul exact d’une itération de la valeur

Cette section décrit en détail chacune des opérations nécessaires en pratique à la résolution
successive des équations 5.4 à 5.1. Nous nous attardons en particulier sur l’équation 5.2 pour
laquelle nous introduisons l’algorithme 6.1.
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Algorithm 6.1: Construire V et π à partir de fonctions Q polynômiales par morceaux
t0 = 0 /* Initialization */
tinter = 0
asup is the dominating∗ action in t0
asup new = asup
π[t0] = asup

∗∗

while tinter 6=∞ do /* While intersections are found */
tinter ←∞ /* Earliest intersection found so far after t0 */
for a ∈ A \ {asup} do

tcand = +∞ /* Candidate for earlier intersection */
test(t) = Q(s, t, a)−Q(s, t, asup)
t0 shifted = t0
I = definition interval of test to which t0 belongs
if test(t) is equal to zero on I then /* Case : equivalent actions in t0
*/

if I is the last definition interval of test(t) then
t0 shifted = +∞

else if the next interval of test starts before tinter then
Inext = the next interval
t0 shifted = Inext.lower bound()
if a dominates asup in t0 shifted then

tcand = t0 shifted
t0 shifted = +∞

else
t0 shifted = +∞

if t0 shifted ≤ tinter

then /* Case : Q functions intersection */
tcand = first point of sign change of test(t) in [t0 shifted, tinter] (+∞ if none)

tnew = +∞
if tcand < tinter then /* Successful candidate found */

tinter = tcand
asup new = a

else if tcand = tinter then /* Triple Intersection */
This is the case of three Q functions intersecting at tcand : a, asup and
asup new.
asup new dominates a so we only need to check if a dominates asup new.
if a dominates asup new in tcand then

tinter = tcand
asup new = a

if tinter 6= +∞ then
π[tinter] = asup new
asup = asup new
t0 = tinter

∗ dominating : highest value or, in the case of value equality, highest first non zero
derivative.
∗∗ π is defined on the interval starting in t0 as asup, this interval’s upper bound will be
provided by the next interval’s lower bound.
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6.3 La méthode de “Prioritized sweeping”

L’idée derrière l’approche de Prioritized Sweeping est que lors d’une résolution par pro-
grammation dynamique, l’ordre de mise à jour des états importe peu tant que chacun est
visité une infinité de fois quand le nombre d’itérations tend vers l’infini. Cela permet de
construire des algorithmes d’itération de la valeur asynchrones qui concentrent les efforts de
mise à jour sur certains états puis sur d’autres.

Nous introduisons une version de l’algorithme de [Moore and Atkeson, 1993], adaptée au
cadre TMDP. Cette version présente notamment quelques améliorations concernant le calcul
des Q-valeurs, l’introduction possible d’un biais dans la pondération, l’initialisation de la file
de priorité et de la fonction de valeur ainsi que sur les critères d’arrêt. La synthèse de cette
méthode est décrite à l’algorithme 6.2.

Algorithm 6.2: Prioritized Sweeping pour TMDP
Init : V ← h, priority queue← UnprioritizedVI(), continue = true.
while continue = true do

while priority queue 6= ∅ do
Remove the top state from priority queue. Call it s′

V (s′, t).BellmanBackup() /* equations 5.2 and 5.1 */
foreach (s, a) ∈ predecessors(s′) do

Q(s, t, a).BellmanUpdate() /* equations 5.4 and 5.3 */
Prio(s, a) = ‖Q(s, t, a)−Qold(s, t, a)‖t∈[0,T ],∞
if Prio(s, a) > ε and Prio(s, a) > Prio(s) then

Insert s in priority queue with Prio(s) = Prio(s, a)

priority queue← UnprioritizedVI()
if max priority(priority queue) < ε then

Either take a smaller ε or set continue = false.

6.4 Optimisation approchée pour les TMDP

Enfin, afin de faciliter les calculs concernant les manipulations de polynômes définis par
morceaux, nous nous fondons sur les résultats connus d’itération de la valeur approchée,
notamment sur les mesures d’optimalité en norme infini, et introduisons l’algorithme 6.3 qui
permet à la fois :

– d’approcher n’importe quel polynôme défini par morceaux par un polynôme défini par
morceaux de degré inférieur,

– de borner l’erreur d’approximation en norme infini,
– de limiter au maximum le nombre d’intervalles de définition de la fonction.

L’idée de base de l’algorithme 6.3 est illustrée par la figure 6.1. Il s’agit à la fois de
découper la fonction pour mieux l’approcher mais aussi de regrouper les intervalles sur les-
quelles une approximation en un morceau est possible. Tout cela étant mis en oeuvre afin
d’obtenir un bon compromis entre qualité de l’approximation et temps de calcul.
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Algorithm 6.3: L’algorithme d’approximation polynômiale de TMDPpoly

input: pin /* the pwp to approximate */
input: L /* the approximation’s degree */
input: ε /* the tolerance on the L∞ error bound */
input: [l, u] /* the approximation interval */
pout = pin
t0 = l
continue = true
f , f ′, g, gtemp are polynomials
while continue = true do

I = interval to which t0 belongs
f = pout.polynomial(I)
Refinement phase : /* refining the bounds to fit the function */

if f .degree() > L then
Erase the interval I in pout.
refine = true
tup = I .upper()
while refine = true do

f ′ =interpolation(f, L, t0, tup)
if ‖f − f ′‖[t0,tup] > ε then

tworse = argsup
t∈I

|f ′(t)− f(t)|
tup = tworse

else if ‖f − f ′‖[t0,tup] ≤ ε and tup 6= I .upper() then
Set pout to f ′ on [t0, tup[.
t0 = tup
tup = I .upper()

else
refine = false

Simplification phase : /* trying to swallow successive intervals into one
*/
I = interval to which t0 belongs
Inext = I .next interval()
ttemp = Inext.upper()
g = pout.polynomial(I)
gtemp(t) =interpolation(pout, L, t0, ttemp)
while ‖pout − gtemp‖[t0,tup],∞ ≤ ε do

g = gtemp
tup = ttemp
Inext = Inext.next interval()
tup = Inext.upper()
gtemp(t) =interpolation(pout, L, t0, tup)

Replace all polynomials of pout over [t0, tup[ by g.
Stopping condition :
t0 = tup
if t0 ≥ u then continue = false
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Fig. 6.1 – Illustration de l’algorithme 6.3

6.5 L’algorithme TMDPpoly

Finalement, l’algorithme TMDPpoly combine les contributions précédemment présentées.
Il se fonde sur :

– Le calcul analytique des itérations de Bellman pour l’évolution des fonctions de valeur.
– L’algorithme 6.3 pour la réduction de degré et du nombre d’intervalles.
– L’algorithme 6.1 pour la construction et l’assemblage des fonctions de valeur, en version

exacte (degré du modèle de récompense inférieur à 5) ou approchée.
– La mise à jour prioritaire des états cruciaux telle que présentée sur l’algorithme 6.2.
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7
Implantation et évaluation expérimentale de l’algorithme TMDPpoly

Ce chapitre présente deux instances particulières de problèmes résolus par le planifi-
cateur TMDPpoly implémentant l’algorithme TMDPpoly . Le problème est une adap-
tation du problème classique du rover Martien, avec incertitudes sur les résultats
d’actions et ressource temporelle continue, tel que présenté dans [Bresina et al.,
2002]. Nous comparons la résolution de plusieurs versions de ce problème. Le se-
cond exemple traite d’une interprétation originale du modèle TMDP. Il s’agit d’un
problème de planification d’une mission de surveillance pour un drone aérien. L’ac-
tion “attendre” n’est plus une action passive mais au contraire l’unique action
fournissant des récompenses. En effet, elle correspond à l’action de patrouille sur
une zone donnée. Cet exemple généralise l’usage des TMDP à un cadre plus général
d’actions continues et ouvre un nouveau point de vue sur les applications des TMDP.

7.1 Choix d’implantation

L’implantation des algorithmes précédents a donné lieu à la création des bibliothèques
de fonctions POLYTOOLS pour le traitement des fonctions polynômiales par morceaux
et TMDPpoly pour la définition et la résolution des problèmes TMDP. Cette implanta-
tion a été faite en C++ et le code source des bibliothèques est disponible à l’adresse
http://emmanuel.rachelson.free.fr/en/software/.

Les expériences qui suivent ont été menées sur un ordinateur présentant les caractéristiques
suivantes :

Processeur AMD Athlon 3200+ (single core, 1.8 GHz)
Mémoire vive 1019 Mo
Système d’exploitation GNU/Linux Ubuntu version 8.04
Compilateur C/C++ gcc 4.2.4

7.2 Exemples simples et premiers résultats du planificateur TMDPpoly

Le planificateur TMDPpoly a tout d’abord été testé sur des exemples simples afin de
vérifier son comportement et de s’assurer que des différentes améliorations introduites au
chapitre précédent. L’exemple typique de test est un cas d’étude à trois états illustré à la
figure 7.1.
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Fig. 7.1 – Problème à trois états - 2nde version

L’étude de ces problèmes simples nous a notamment permis de définir plusieurs métriques
quant à l’efficacité de nos algorithmes :

– Nous utilisons le graphe représentant l’évolution des priorités maximales comme une
graphe de performance. Ce choix est justifié par le lien étroit entre erreur de Bellman
et priorités des états.

– Nous illustrons l’évolution de l’espérance des gains en nous focalisant sur certains états
de départ en particulier. Ces états sont choisis afin d’illustrer le comportement de
l’agent exécutant la politique trouvée.

– Nous traçons enfin l’évolution du temps nécessaire à la mise à jour d’un état afin
d’illustrer la complexité limitée de l’algorithme en pratique.

7.3 Le problème du rover Martien

Le problème de planification de la mission d’observation et d’échantillonage d’un rover
Martien est décrit dans [Bresina et al., 2002]. Notre version implique l’incertitude sur les
résultats d’action et l’observabilité d’une ressource temporelle continue. Le graphe de navi-
gation du rover est illustré figure 7.2.

1

2

3

4

5

6
photo

4

5

12

3

5
5

5

5

Fig. 7.2 – Problème du rover martien — présentation de la mission

Il s’agit ici d’un problème assez complexe présentant 1968 états discrets et une variables
continue. Un problème entièrement discrétisé avec un pas de temps de 1 (pas de temps rai-
sonnable pour représenter les fonction mises en jeu) impliquerait un espace de 139728 états
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7.3. Le problème du rover Martien

discrets.

Le rover peut naviguer entre différents sites et a pour mission de prendre une photo et
ramasser deux échantillons. L’action “attendre” lui permet de recharger ses batteries.

La figure 7.3 présente l’évolution des priorités associées aux états, directement liées à
l’erreur de Bellman. La figure 7.4 présente quant à elle la faible variation des temps de calcul
associés aux mises à jour d’un état, malgré la complexification des fonctions de valeur au fur
et à mesure des itérations.
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Fig. 7.3 – Evolution des priorités maximum pour le problème du rover Martien
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Fig. 7.4 – Evolution de la durée d’une itération pour le problème du rover

Il est possible de suivre l’évolution d’une exécution du rover et l’évolution des fonctions
de valeur associées à chaque état en jouant la politique. Nous référons le lecteur à la version
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anglaise de la thèse pour plus de détails à ce sujet.

Enfin, afin d’illustrer la structure de la politique et de la fonction de valeur finale, nous
traçons sur la figure 7.5, pour un état géographique donné et dans la situation où aucun
objectif n’a encore été réalisé, la surface correspondant à la fonction de valeur en fonction
des variables “temps” et “énergie”.

7.4 Le problème de patrouille d’un UAV

Ce problème de patrouille considère un drone aérien (UAV) devant explorer une carte et
passer du temps à patrouiller sur certaines zones en particulier. La spécification de mission
peut faire apparâıtre des conflits d’emploi du temps et une valeur d’importance est accordé
à chaque zone en fonction de l’heure de la journée. Ce problème est illustré par la figure 7.6.

La performance du planificateur TMDPpoly sur ce problème a été excellente, lui permet-
tant de trouver des politiques optimales en quelques centaines de mises à jour d’états tandis
qu’un algorithme d’itération de la valeur comme celui de [Boyan and Littman, 2001] converge
difficilement ou ne converge pas après plusieurs milliers de mises à jour d’états.

Afin d’illustrer l’évolution des mises à jour et les scénarios de résolution, une interface
graphique a été implantée pour ce problème et est présentée à la figure 7.7.

Nos différentes expériences ont notamment montré que sur une grille de navigation à 100
cases, l’algorithme trouvait une fonction de valeur quasi optimale en environ 500 mises à jour
d’états. Les états les plus souvent mis à jours étant alors visités moins de dix fois.

7.5 Conclusion

Il reste de nombreuses possibilités d’amélioration de l’algorithme TMDPpoly et de son
implantation. Naturellement, l’amélioration des temps de calcul associés à la bibliothèque
POLYTOOLS bénéficiera directement à l’implantation de TMDPpoly . Par ailleurs, d’autres
voie ont été suggérées plus haut et n’ont pu être extensivement testées. Il parait notamment
pertinent de coupler la méthode actuelle de mise à jour des états avec une initialisation
heuristique efficace pour la fonction de de valeur (les expériences ci-dessus étant menées avec
une initialisation uniforme à zéro). Le fait de biaiser les priorités de mise à jour des états tout
en conservant la garantie d’optimalité afin de mieux tenir compte du principe de causalité
est également un axe d’amélioration prometteur. Ce ne sont toutefois que des exemples des
possibilités ouvertes par cette étude.
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Fig. 7.5 – Structure de la politique pour p = 3 pour le problème du rover
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Fig. 7.6 – Problème de patrouille de l’UAV — Illustration et modèle de récompense

Fig. 7.7 – Problème de patrouille de l’UAV — Interface graphique
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8
Généraliser les MDPs à temps continu observable : le cadre XMDP

Inclure un temps observable continu dans l’espace d’états d’un MDP amène natu-
rellement l’introduction de l’action attendre(τ) dans l’espace des actions discrètes.
Plus généralement, introduire des variables continues amène souvent la question
des actions continues ou hybrides. Nous avons toutefois vu dans les chapitres d’in-
troduction que la variable temporelle tenait une place particulière dans le cadre du
critère γ-pondéré. Dans le présent chapitre, nous étendons le cadre MDP classique
afin d’y rendre la variable temporelle observable. Nous nous plaçons alors dans
le cadre d’un temps et d’un espace d’états continus et des actions paramétriques
associées. Notre objectif est d’étudier les hypothèses de fond qui permettent de ga-
rantir l’existence et la validité d’une équation d’optimalité similaire à l’équation de
Bellman.

8.1 Prise de recul sur le modèle TMDP : qu’est-ce que l’action “atten-
dre” ?

Souvent, nos espaces d’action discrétisés le sont par commodité, afin de simplifier le trai-
tement des problèmes associés. Cependant, ce niveau de discrétisation n’est pas toujours
suffisant et ces représentations ont leurs limites. Par exemple, une action “avancer” n’est
pas universelle et considérer qu’elle n’avance que d’une distance unitaire n’est valide que
lorsqu’on considère un espace d’états discrétisé de la même manière. Si l’on considère des
variables continues dans l’état, il devient naturel de considérer aussi les actions continues
correspondantes.

L’action “attendre” du cadre TMDP se place en grande partie dans cette réflexion : il
s’agit d’un action continue paramétrique de paramètre τ pour laquelle l’équation 5.1 permet
de trouver la meilleure valeur de τ . La généralisation de cette considération à plusieurs ac-
tions paramétriques nous permet d’introduire le cadre XMDP.

8.2 Un modèle formel à temps observable continu et espaces d’états
et d’actions hybrides

Nous définissons ainsi un XMDP de la façon suivante :

Définition (XMDP). Un XMDP est un quadruplet 〈S,A(X), p, r〉 où :
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S est un espace d’états constitué de la tribu des Boréliens définie sur l’espace des variables
d’état. Cet espace peut-être continu, discret ou hybride. Il inclut notamment l’horloge
du processus.

A est un espace d’action décrivant un ensemble finie d’actions ai(x) où x est un vecteur
de paramètres prenant ses valeurs dans X. Ainsi l’espace d’actions peut également être
hybride ; il est factorisé par des actions ai de nature différente. En pratique, chaque
action ne dépend généralement que d’un sous-ensemble des variables de X.

p est la densité de probabilité du modèle de transition p(s′|s, a(x)).
r est un modèle de récompense r(s, a(x)).

Nous pouvons alors définir naturellement des politiques XMDP et étendre la définition
d’un critère γ-pondéré.

Nous effectuons par ailleurs les hypothèses suivantes sur le modèle :
– |r ((s, t), a(x)) | est borné par M ,
– ∀δ ∈ T, tδ+1 − tδ ≥ α > 0, où α est la plus petite durée d’action possible1

– γ < 1.

8.3 Equation de Bellman étendue

On peut alors définir un opérateur d’évaluation des politiques Lπ et un opérateur de
Bellman étendu L :

Définition (Opérateur Lπ). L’opérateur d’évaluation des politiques Lπ associe, à chaque
fonction V de V, la fonction de valeur :

LπV (s, t) = r(s, t, π(s, t)) +
∫

t′∈R
s′∈S

γt
′−tp(s′, t′|s, t, π(s, t))V (s′, t′)ds′dt′ (8.1)

Définition (Opérateur L). L’opérateur (de Bellman) de programmation dynamique L asso-
cie, à toute fonction V de V, la fonction de valeur :LV = sup

π∈D
{LπV }

LV (s, t) = sup
π∈D

{
rπ(s, t) +

∫
t′∈R
s′∈S

γt
′−tpπ(s′, t′|s, t)V (s′, t′)ds′dt′

}
(8.2)

Et nous montrons que :

Proposition (Evaluation des politiques). Soit π une politique déterministe Markovienne.
V = V π est l’unique solution de l’équation LπV = V .

Proposition (Equation d’optimalité). Pour un XMDP à critère γ-pondéré, la fonction de
valeur optimale V ∗ est l’unique solution de l’équation d’optimalité V = LV .

1les preuves qui suivent illustreront le fait qu’on peut en fait relâcher cette hypothèse pour ne conserver
que la contrainte plus souple qui implose qu’il y ait une probabilité nulle d’un nombre infini de transition
instantanées successives.
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On peut alors proposer une formulation “paramétrique” de cette équation d’optimalité :

LV (s, t) = max
a∈A

sup
x∈X

{
r(s, t, a(x)) +

∫
t′∈R
s′∈S

γt
′−tp(s′, t′|s, t, a(x))V (s′, t′)ds′dt′

}
(8.3)

Cette formulation s’inspire du cadre TMDP et alterne optimisation des paramètres d’action
et choix des actions elles-mêmes.

8.4 Retour au cadre TMDP

Nous pouvons alors montrer qu’un TMDP est exactement un XMDP à critère total et
que les équations 5.1 à 5.4 sont équivalentes — sous les hypothèses rendues explicites du
modèle TMDP — à l’équation d’optimalité 8.3.

8.5 Conclusion sur le cadre XMDP

L’objectif de l’introduction du cadre XMDP n’est pas de présenter encore un nouveau
cadre de résolution inspiré du cadre MDP. A l’inverse, nous souhaitions fournir un modèle
générique, adaptable aux hypothèses des différentes formulations existantes en termes d’es-
paces d’états et d’action hybrides, qui permette de garantir l’existence et la cohérence d’une
équation de Bellman avec temps continu observable. Ce cadre XMDP peut être vu comme
une généralisation du modèle MDP Borélien, du cadre TMDP ou de bien d’autres modèles.
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9
Perspectives : discrétisation évolutive de la droite temporelle

La principale difficulté rencontrée lors des calculs analytiques de V ∗ dans le cas
TMDPpoly — outre les difficultés purement calculatoires et informatiques — pro-
vient du grand nombre d’intervalles de définition nécessaires à la description de la
fonction de valeur. Lorsque l’on compare ce nombre à celui nécessaire à la descrip-
tion de la politique, on peut imaginer une autre approche qui ne nécessiterait pas un
partitionnement aussi fin de la droite temporelle. La méthode que nous présentons
dans ce chapitre s’appuie une intuition simple : le problème crucial est d’identifier
les bornes des intervalles de définition temporels de la politique. Toutefois, trouver
ces bornes et trouver les actions optimales à effectuer entre ces bornes correspondent
à un unique processus d’optimisation. Nous essayons alors de trouver les valeurs des
variables de décision (bornes et actions) en résolvant une séquence de problèmes
discrets et en effectuant une évolution incrémentale des bornes temporelles locales.

Ce chapitre est appelé “perspectives” car il décrit un travail inachevé qu’il nous a ce-
pendant paru intéressant de présenter car il établit le lien entre différentes idées. Les idées
développées ici sont liées à la fois à la problématique des chapitres précédents sur la résolution
des MDP à temps continu observable et aux première intuitions d’itération de la politique
approchée qui seront développées dans la suite du manuscrit. Assez ironiquement, ces idées
d’évolution incrémentales des bornes ont été introduites très tôt durant la thèse et ont en-
gendré beaucoup des développements ici présentés. Bien que cette idée n’ait pas donné lieu
à une implantation ni à une étude complète, elle constitue une abstraction intéressante du
problème de la recherche des intervalles optimaux pour la résolution. Elle introduit également
l’idée de recherche directe d’une politique, idée au coeur de la partie III de la thèse.

9.1 Définitions et idée générale

L’idée que nous développons ici est de rechercher, par état, le partitionnement de la
ressource “temps” qui permette de décrire la politique optimale. Nous nous plaçons dans le
cadre des notations SMDP+ en conservant l’hypothèse d’une action “attendre” déterministe.
Nous définissons alors le concept d’intervalle de décision, correspondant à un intervalle tem-
porel durant lequel la politique reste la même.

L’objectif de notre approche est alors de considérer ces intervalles de décision comme des
variables de décision au même titre que les actions et de rechercher incrémentalement leur
valeur optimale, état par état.
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Chapitre 9. Perspectives : discrétisation évolutive de la droite temporelle

9.2 Evolution des intervalles de décision par résolution d’une séquence
de problèmes discrets

Notons Ts le jeu d’intervalles de décision en s, correspondant à la dernière politique
définie. Avec cet ensemble discret d’intervalles, nous pouvons considérer l’espace d’états
abstrait :

Σ̃ = {(s, T ) /s ∈ S, T ∈ Ts}
Supposons à présent que nous démarrions notre recherche avec une première estimation

du partitionnement de la ressource temporelle, par état. Notre idée est alors de procéder en
quatre étapes :

– Discrétisation. Avant tout, nous calculons les modèles de transition et de récompense
d’un MDP discret M̃ , défini sur l’espace d’états Σ̃ et approchant le comportement du
problème M original.

– Recherche d’actions optimales. Nous calculons alors, en faisant appel au méthodes
de résolution de MDP de la littérature, la politique optimale pour le problème M̃ .
Notons π̃ cette politique. Nous fusionnons alors toute paire d’intervalles consécutifs de
Ts pour lesquels l’action optimale reste la même.

– Evaluation de la politique. Puis nous évaluons π̃ dans le modèle continu en définissant
la politique π correspondant à π̃.

– Evolution des bornes des intervalles de décision. Enfin, nous utilisons la fonction
de valeur obtenue à la dernière étape afin d’effectuer une unique itération de Bellman,
fournissant ainsi, par état, une date à laquelle nous pouvons améliorer la politique
actuelle. Nous passons pour cela par la définition de la t-erreur de Bellman [Rachelson
et al., 2006]. Nous insérons alors cette date dans le jeu d’intervalles Ts.

On peut voir une telle approche comme un algorithme proche de l’itération de la politique,
où la phase d’évaluation correspond à une évaluation approchée fondée sur un modèle discret
optimiste du problème.
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10
Conclusion

Ce chapitre récapitule les résultats et contributions présentés dans les chapitres
précédents. Nous discutons notamment de la possibilité d’étendre l’algorithme
TMDPpoly au cas plus général des XMDP hybrides, en essayant de mettre en
évidence les avantages et les difficultés inhérentes à cette approche. Enfin, nous
concluons sur cette partie de la thèse et présentons le lien avec la partie suivante.

10.1 Messages “à emporter”

Cette première grande partie de la thèse s’est concentrée autour de l’introduction d’un
temps observable dans le cadre MDP. Ce problème a soulevé les questions du lien avec le
critère γ-pondéré, du cadre algorithmique de résolution et de la représentation formelle des
problèmes décisionnels de Markov temporels. Voici un bref résumé des conclusions tirées des
chapitres précédents :

– Les fait de considérer une variable temporelle continue et observable implique le trai-
tement de MDP à espaces d’états hybrides. De plus, ce temps observable affecte direc-
tement l’expression du critère γ-pondéré.

– L’introduction de variables continues comme le temps mène souvent à l’introduction
d’actions continues comme “attendre”.

– Le cadre XMDP formalise ces caractéristiques des problèmes temporels et établit une
équation d’optimalité pour les politiques correspondantes. Ce cadre XMDP englobe les
formalismes MDP, SMDP+ et TMDP.

– En pratique, lorsque le temps est l’unique variables continue et qu’“attendre” est
l’unique action continue, certaines hypothèses supplémentaires peuvent être faites. No-
tamment, “attendre” peut être considérée déterministe vis-à-vis des variables d’état et
la récompense associée à une durée d’attente nulle est zéro. Ces aspects ont été illustrés
par les liens entre TMDP et SMDP+.

– Les équations d’optimalité présentées dans [Boyan and Littman, 2001] pour le cadre
TMDP correspondent à un critère total pour le XMDP équivalent.

– Les tentatives d’extension de la résolution exacte des TMDP au cas des fonctions
polynômiales par morceaux se heurte au problème des manipulations formelles sur de
telles représentations. En pratique, la résolution exacte n’a pu être étendue au delà des
densités de probabilité discrètes, des modèles de transition constants par morceaux et
des modèles de récompense de degré inférieur à 5.

– L’analyse des équations d’optimalité TMDP a toutefois permis de définir une méthode
de résolution approchée plus globale dans le cadre des fonctions polynômiales par
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morceaux en général. Cette approche se fonde sur :
– Le calcul exact ou approché des manipulations de coefficients pour les fonctions

polynômiales par morceaux.
– L’adaptation de l’algorithme de Prioritized Sweeping aux TMDP.
– Les résultats de convergence de l’itération de la valeur approchée.
Ces éléments ont permis de construire l’algorithme et le planificateur TMDPpoly

– La principale faiblesse des méthodes d’itération de la valeur pour les problèmes décisionnels
de Markov temporels provient de la difficulté à définir avec exactitude les fonctions de
valeur. Dans le cas des représentations polynômiales par morceaux, ceci se traduit par
l’augmentation du nombre d’intervalles de définition nécessaires à la description exacte
de la fonction de valeur. Nous avons, dans ce cadre, proposé une approche de simplifi-
cation de cette représentation via un partitionnement évolutif de la droite temporelle.
Ceci a permis de définir un méthode type itération de la politique qui présente les
premières idées des algorithmes se passant de modèle présentés dans la partie suivante
de la thèse.

10.2 Perspectives

En plus des perspectives concernant la discrétisation évolutive du temps présentée au cha-
pitre 9, il est intéressant de s’intéresser à la façon dont les idées développées pour TMDPpoly
peuvent s’appliquer à des classes de MDP plus générales. En particulier, on peut se poser la
question d’adapter l’algorithme TMDPpoly aux XMDP.

Bien que de nombreuses briques de base semblent disponibles, assembler un algorithme
complet ne semble pas évident. Il y a plusieurs raisons à cela. D’une part, il est à noter
que peu de méthodes ont été développées dans la littérature afin d’effectuer des itérations
de Bellman formelles comme nous l’avons fait dans le cadre TMDP. Généralement, l’option
retenue pour les résolutions similaires est de résoudre un problème linéaire cherchant à pro-
jeter Vn+1 sur un jeu approprié de fonctions de base, comme pour les approches ALP ou
LSPI. L’approche initiale de Neuro-Dynamic Programming utilise des réseaux de neurones
comme base de représentation commune des fonctions de valeur, d’autres approches récentes
utilisent des opérateurs de régression ou d’estimation plus ou moins sophistiqués mais — à
notre connaissance — dans la plupart des cas, le problème se ramène à un problème d’ap-
prentissage supervisé. La recherche directe d’une famille de fonctions stable par l’opérateur
de Bellman est un problème difficile et a fourni peu de résultats jusqu’à présent.

Lorsqu’on introduit plusieurs variables continues en plus des variables discrètes dans un
problème MDP, trouver une bonne représentation devient de plus en plus ardu. Le cas des
fonctions constantes ou linéaires par morceaux a été exploité dans les travaux de [Feng et al.,
2004], [Li and Littman, 2005] ou encore [Benazera et al., 2005]. Nous pouvons aussi nous
référer à une méthode alternative intéressante présentée dans [Marecki et al., 2006]. Une
implantation XMDPpoly pourrait probablement utiliser des fonctions de valeur constantes ou
linéaires par morceaux, associées à des états discrets comme dans [Benazera et al., 2005].

Toutefois, au delà de ces premiers obstacles, la principale difficulté provient de la définition
des actions continues ou hybrides. Dans le cas des TMDP, l’optimisation exploite le caractère
déterministe de l’action “attendre” et le fait qu’elle soit la seule action continue. Ceci permet
notamment le découplage des équations d’optimalité. Dans le cas général, il faut résoudre
le problème posé par la formulation paramétrique de l’équation de Bellman introduit par
l’équation 8.3. En d’autres termes, il faut trouver un moyen efficace de trouver les paramètres
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d’action avant de comparer les actions ensemble.

Ici encore, une bonne représentation de la fonction de valeur permet de faciliter la re-
cherche de ces paramètres optimaux. Les procédures d’éliminations d’action, comme présentées
dans [Puterman, 1994] ou utilisées dans [Mausam and Weld, 2006], permettent également de
réduire la quantité de calculs nécessaires à la prise en compte de ces actions hybrides.

Bien que ces approches ne soient pas directement liées à l’optimisation de politiques sur
des MDP de modèle connu, il est toutefois important de mentionner les travaux de [Hasselt
and Wiering, 2007] ou [Antos et al., 2007] au sujet des espaces d’actions continus.

Enfin, l’aspect critique qui rend efficaces la plupart des planificateurs MDP actuels
concerne leur stratégie de recherche. Bien que Prioritized Sweeping constitue une procédure
efficace d’ordonnancement des itérations de Bellman pour la résolution complète de problèmes
MDP, la recherche heuristique permet d’obtenir un important gain d’efficacité pour la résolution
partielle de tels problèmes. Ainsi, selon le type de problèmes XMDP que l’on souhaite
résoudre, in planificateur XMDP n’effectuera pas nécessairement ses étapes de program-
mation dynamique de la même manière que l’algorithme TMDPpoly .

Pour résumer ces différentes idées, les XMDP et TMDPpoly ouvrent la voie à une classe
plus générale de méthodes pour les MDP à espaces d’états et d’actions hybrides, cependant :

– La recherche d’un bon cadre de représentation pour la fonction de valeur demeure un
problème difficile pour lequel les représentations polynômiales présentent clairement
des limites.

– Le calcul formel des itérations de Bellman peut se rendre utile dans le cadre de la
formulation paramétrique de l’équation de programmation dynamique.

– Ces problèmes souffrent toutefois toujours du curse of dimensionality. Cela implique de
mettre en oeuvre des méthodes efficaces de sélection d’actions, de recherche heuristique
et d’approximation afin de construire un algorithme pertinent.

10.3 Ouvertures

En considérant comment nos travaux peuvent s’appliquer ou s’adapter au cas général
des XMDP, nous avons déjà pris un certain recul vis-à-vis du problème académique de la
résolution des TMDP. Eloignons-nous encore un peu afin de considérer la façon dont notre
problème a été posé en premier lieu.

Depuis le début de cette partie, nous avons considéré comme acquis qu’un modèle était
fourni et que nous pouvions l’approcher en utilisant par exemple des distributions discrètes
ou polynômiales par morceaux et des fonctions polynômiales par morceaux. Toutefois, en pra-
tique, les difficultés rencontrées lors du traitement des problèmes que nous avons cherchés à
résoudre ne concernent pas uniquement la construction d’algorithmes de résolution efficaces :
elles nécessitent en particulier un grand travail de formalisation et d’écriture du problème en
premier lieu.

Comme dans le cas de la plupart des problèmes MDP, écrire les matrices de transition
ou les densités de probabilité constitue une tâche nécessitant un lourd travail d’ingénierie.
De nombreux problèmes que nous cherchons à résoudre ne sont pas aisément décrits par
des distributions de probabilités explicitement fournies simplement parce que le fait de trou-
ver la forme exacte de telles distribution est difficile en premier lieu. Prenons l’exemple du
métro introduit au chapitre 2. Les variables d’état sont alors le nombre de passagers dans les
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stations et les trains, la position courante de chaque train et la variables temporelle. Etant
donné l’état courant, écrire la densité de probabilité sur l’état suivant demande de grandes
ressources de calcul tandis que la spécification d’un simulateur pour un tel problème est une
tâche bien plus simple.

Cet exemple simple illustre le besoin de s’attacher à spécifier des représentations simples
et efficaces pour la formalisation de processus temporels stochastiques complexes. Une telle
spécification permettra alors de décrire le comportement de tels systèmes et de construire
des simulateurs.

L’optimisation de politiques de contrôle, sans l’usage d’un modèle explicite du proces-
sus, en exploitant les signaux de récompense issus de l’environnement, constitue le domaine
d’étude de l’Apprentissage par Renforcement. La seconde partie de la thèse se concentre
sur l’idée de représenter la complexité des problèmes décisionnels de Markov temporels sous
forme de simulateurs afin de construire des modèles génératifs du processus à contrôler. Ces
modèles sont alors utilisés avec une approche d’itération de la politique approchée, fondée
sur la simulation du processus.
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Troisième partie

Contrôler des systèmes
stochastiques dépendant du temps
en présence d’événements exogènes

incontrôlables
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11
La concurrence d’événements, origine de la complexité du

processus

De nombreux problèmes temporels présentent une structure complexe, notam-
ment en regard de la difficulté d’écrire le modèle en premier lieu. Un tel modèle
nécessite généralement un très gros travail d’ingénierie en amont, souvent aussi
difficile que la résolution du problème lui-même. Ce chapitre s’intéresse à l’une
des principales causes de complexité des processus temporels : la concurrence de
phénomènes concurrents. Une représentation efficace et compacte de la concurrence
dans les processus stochastiques semble être une des clés à l’écriture et au traite-
ment de problèmes fortement couplés et de grande taille. Le cadre des processus
semi-Markoviens généralisés (GSMP) capture élégamment la complexité du pro-
cessus temporel global. Nous passons en revue les propriétés des GSMP puis nous
intéressons plus précisément à la question de la modélisation de tels processus sto-
chastiques dans le cadre de la théorie de spécification des systèmes à événements
discrets DEVS. Nous introduisons alors un possible choix d’actions dans le modèle
GSMP afin de parvenir à un problème de décision dans l’incertain avec événements
exogènes et temps continu observable.

11.1 La difficulté d’écrire un modèle décisionnel stochastique tempo-
rel

La difficulté d’écriture associée aux problèmes présentés en exemples et aux problèmes
temporels en général est une conséquence directe de la difficulté à synthétiser les contribu-
tions concurrentes de plusieurs processus stochastiques couplés par un espace d’états com-
mun. Ainsi, une description à événements explicites du système doit représenter à la fois les
processus locaux mais aussi leur couplage via l’espace d’états.

11.2 Les processus décisionnels semi-markoviens généralisés

Un GSMP correspond à une collection de SMP affectant tous le même ensemble de va-
riables. On peut décrire un GSMP comme un ensemble d’états et un ensemble d’événements
concurrents. A chaque événement correspond une horloge qui indique la durée avant déclenchement
de l’événement. Lorsqu’un événement se déclenche, il emmène le processus dans un nouvel
état étant donné une probabilité de transition propre à cet événement. Certain événements
sont alors désactivés, d’autres activés, et c’est de nouveau le premier événement à déclencher
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qui conditionne la transition suivante comme illustré à la figure 11.1.

s1

Es1 : e2

e4

e5

e7

s2

Pe4 (s
′|s1)

Es2 : e2

e3

e7

Pe7 (s′|s2)

Fig. 11.1 – Illustration d’un GSMP

Il est important de noter que le processus décrivant l’évolution de l’état s du GSMP n’est
pas un processus Markovien. En revanche, le processus décrivant l’évolution des variables
(s, c) est, lui, semi-Markovien.

11.3 Modélisation DEVS

La théorie de spécification des systèmes à événements discrets DEVS permet de définir
un cadre commun à la représentation et au couplage de tout système à événement discret.
Ce modèle implique les éléments suivants :

Définition (Modèle atomique DEVS, [Zeigler, 1976]). Un modèle atomique DEVS est décrit
comme un octuplet 〈X,Y, S, δext, δint, δcon, λ, ta〉 avec :

– X, un ensemble de ports d’entrée et leurs domaines de valeurs associés,
– Y , un ensemble de ports de sorties et de valeurs,
– S, un ensemble d’états internes,
– δext : S × X → S, une fonction de transition externe décrivant l’évolution de l’état

interne du modèle lorsqu’un événement externe se produit sur l’un des ports d’entrée,
– δint : S → S, une fonction de transition interne décrivant l’évolution naturelle de l’état

interne du modèle,
– δcon : S ×X → S, une fonction de résolution de conflits, spécifiant le comportement à

tenir en cas de conflit de simultanéité entre un événement interne et externe (spécifiant
généralement un choix entre δint et δext),

– λ : S → Y , une fonction de sortie, mettant à jour les valeurs des ports de sortie,
– ta : S → R+, une fonction d’avancement du temps, utilisée afin de planifier la date de

la prochaine transition interne.

On peut adopter une représentation graphique à base de ports comme sur la figure 11.2.

Il est également possible de construire des modèles DEVS par couplage et par hiérarchisation
de modèles comme illustré sur la figure 11.3.

11.4 GSMP et modèles DEVS

Ecrire un GSMP dans le cadre DEVS nécessite d’une part de surmonter un certain nombre
d’obstacles dus à un recouvrement des éléments de vocabulaire, puis à décider du niveau de
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Fig. 11.2 – Modèle atomique DEVS à ports
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Fig. 11.3 – Modèle DEVS couplé

finesse de la représentation. Choisir de construire un modèle DEVS par événement GSMP
semble une option naturelle. Une telle représentation fournit des modèles tels celui présenté
figure 11.4(b) et nécessitant un modèle “observateur” permettant le couplage via l’espace
d’état.

Ces modèles peuvent alors être couplés comme indiqué figure 11.5.

Il est possible de se passer d’un modèle observateur lors de l’écriture du modèle global,
cependant cela implique un réseau très dense de communications entre modèles afin d’assurer
la synchronisation des variables d’états entre modèles.

Cette analyse permet de mieux comprendre la complexité d’établir une loi d’évolution du
processus global d’un GSMP. D’autre part, elle permet d’établir que pour écrire un patron
de modèle GSMP pour un moteur de simulation DEVS, il peut être préférable de choisir
une solution “tout intégré” en un unique modèle atomique, vu comme une bôıte noire, qu’un
modèle éclaté et distribué en autant de modèles atomiques que d’événements GSMP. C’est sur
la base de cette analyse que nous avons implanté l’extension aux GSMP de la plate-forme de
simulation VLE [Quesnel et al., 2007]. Cela permet enfin de mieux comprendre la complexité
de modélisation et de résolution des processus stochastiques décisionnels temporels comme
nous le montrons ci-dessous.

11.5 MDP, temps continu et concurrence d’événements

Un GSMDP correspond à un GSMP où l’on distingue un sous-ensemble d’événements
particuliers, les appelant contrôlables et permettant à un agent de choisir lequel activer à
chaque changement d’état. On peut alors définir un tel ensemble état par état et appeler cet
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Fig. 11.4 – Modèles atomiques DEVS pour la description des GSMP
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Fig. 11.5 – Modèle DEVS couplé pour les GSMPs
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ensemble “espace d’actions”. Cet ensemble n’est jamais vide puisqu’il contient au minimum
une action “ne rien faire” qui laisse simplement les événements exogènes contrôler le système
pour un pas. Une telle action correspond à un événement ayant une horloge de valeur +∞
en permanence.

On peut définir la notion d’un chemin d’exécution ρ pour un GSMDP donné et y associer
une évaluation via un critère γ-pondéré :

V π
γ (ρ) =

n−1∑
i=0

γTi
(
γtik(si, ei, si+1) +

∫ ti

0
γtc(si, ei)dt

)
(11.1)

Cela permet alors d’établir formellement la fonction de valeur d’une politique GSMDP :

V π
γ (s) = Eπs

[
V π
γ (ρ)

]
(11.2)

Toutefois, le problème de contrôle d’un GSMDP présente bien moins de garanties que
celui d’un MDP. En effet, parce que le processus d’évolution des variables d’état s est
non-Markovien, il n’est pas possible de garantir l’existence d’une politique optimale Mar-
kovienne. Par ailleurs, l’augmentation de l’ensemble des variables d’états par les horloges
des événements permettrait de récupérer la propriété de Markov pour le modèle de transi-
tion et donc la garantie d’une politique optimale Markovienne. Cependant ces horloges sont
rarement observables en pratique et une politique dépendant d’elles n’aurait donc que peu
de sens physique. Nous discutons de plusieurs autres manières de compléter cet état, dit
“naturel”, afin de récupérer la propriété de Markov sur l’espace d’états augmenté.

Au final, nous optons pour une solution ne permettant pas de garantir l’optimalité d’une
politique Markovienne. Il s’agit d’inclure le temps comme variable d’état dans un GSMDP
classique afin de pallier à l’inobservabilité des horloges et d’éviter de stocker les chemins
d’exécution complets. La validité d’une équation de Bellman dans ce cas avec temps obser-
vable est garantie par les développements du modèle XMDP.

11.6 Conclusion

De ce chapitre dédié à la modélisation des problèmes temporels de Markov, on peut
retenir les choses suivantes. Le parallèle fait avec la théorie des systèmes à événements discrets
permet d’illustrer pourquoi les problèmes temporels de Markov s’écrivent difficilement dans
un cadre à événements implicites comme les MDP. Les GSMDP en revanche constituent
un modèle élégant et efficace pour les représenter, ceci étant obtenu au prix de la perte de
la propriété de Markov pour le processus de l’état naturel du processus. Enfin, nous faisons
l’hypothèse que l’introduction d’un temps observable dans le modèle permettra de compenser
— au moins pour partie — la perte d’optimalité associée à la recherche d’une politique
Markovienne dans le cadre GSMDP. Un modèle synthétique et se prêtant à une résolution par
programmation dynamique n’étant pas disponible, il faut chercher une autre façon d’exploiter
les propriétés des GSMDP. Ces derniers, s’ils sont complexes à ramener à un MDP, sont en
revanche relativement faciles à simuler. Nous nous tournons ainsi vers des approches fondées
sur l’exploitation des simulations de GSMDP pour essayer d’incrémentalement améliorer les
politiques Markoviennes que nous y définissons.
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L’algorithme Real-Time Policy Iteration

L’idée d’effectuer directement une recherche de politique, en utilisant les éléments
de simulation introduits au chapitre précédent afin d’effectuer une évaluation type
“Monte-Carlo”, se rapporte aux algorithmes Itération de la Politique. Nous laissons
de côté le cadre GSMDP le temps d’un chapitre afin d’introduire un algorithme qui
présente les propriétés essentielles de la méthodes que nous développerons dans les
chapitres suivants. Ainsi qu’on l’a vu au travers de l’exemple de Prioritized Swee-
ping, la Programmation Dynamique devient particulièrement efficace lorsqu’elle est
intelligemment guidée dans son exploration de l’espace d’états. Real-Time Dynamic
Programming (RTDP, [Barto et al., 1995]) désigne une des familles d’algorithmes
de résolution de MDP les plus efficaces. Cet algorithme s’appuie sur une exploration
heuristique et sur des mises à jour asynchrones de la fonction de valeur. Dans ce
chapitre, nous reprenons les bases de la programmation dynamique asynchrone et
introduisons une version de RTDP inspirée de l’Itération de la Politique, que nous
nommons RTPI. Tandis qu’RTDP et ses variantes sont touts basés sur l’itération
de la valeur asynchrone, RTPI effectue une recherche directement dans l’espace des
politiques.

L’intuition que nous développons dans ce chapitre — très proche de la philosophie
d’RTDP — peut-être formulée ainsi : pour un algorithme de recherche incrémentale de
politique, étant donné un état initial ou un ensemble d’états initiaux, afin d’obtenir des
améliorations rapides de la politique, les états à mettre à jour vis-à-vis de la politique sont
les états fréquemment rencontrés lors de l’exécution de la politique courante, et donc les
états visités par la simulation de cette politique.

La progression des idées dans ce chapitre peut se résumer comme suit. Nous commençons
(section 12.1) par reprendre l’idée de mises à jour de Bellman asynchrones et nous concentrons
en particulier sur l’itération de la politique. Ceci nous mène à discuter de la question de
l’approximation en itération de la politique (section 12.2). Puis nous revenons à notre sujet
principal : nous présentons la méthode d’exploration gloutonne d’RTDP à la section 12.3 et
montrons comment l’on peut adapter cet algorithme à un cadre fondé sur la simulation, avec
l’algorithme RTPI de la section 12.4.
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12.1 Programmation Dynamique Asynchrone

L’idée d’origine de la programmation dynamique asynchrone repose sur le fait que l’on
peut effectuer les mises à jour de Bellman dans n’importe quel ordre : tant que chaque état
est mis à jour une infinité de fois lorsque le nombre d’itérations tend vers +∞, la politique
converge vers la politique optimale.

[Bertsekas and Tsitsiklis, 1996] pose les bases de l’itération de la politique asynchrone de
la façon suivante. A l’itération n, on sélectionne un sous-ensemble Sn de S et on effectue les
mises à jour de Bellman uniquement sur Sn. Cela fournit la politique πn+1 telle que :

πn+1(s) =

{
argmax
a∈A

r(s, a) + γ
∑
s∈S

P (s′|s, a)V πn(s′) if s ∈ Sn
πn(s) if s 6∈ Sn

(12.1)

On peut, de manière similaire, effectuer un certain nombre de mises à jour Vk+1 = LπnVk
sur les différents états de Sn.

Cette formulation permet de regrouper en une seule description tous les algorithmes
précédents : si l’on alterne mise à jour de la politique et mise à jour de la fonction de valeur
sur tout l’espace d’états alors cet algorithme est équivalent à l’itération de la valeur. De
façon similaire, si le nombre de mises à jour de la fonction de valeur n’est pas borné, on
retrouve l’itération de la politique. Enfin, si on alterne une mise à jour de la politique et mn

mises à jour de la fonction de valeur, on trouve l’algorithme d’itération de la politique modifié.

Si la fonction de valeur et a politique initiales vérifient V0 ≤ Lπ0V0 et si les mises à
jour sont effectuées un nombre de fois tendant vers l’infini lorsque n tend vers l’infini, alors
[Bertsekas and Tsitsiklis, 1996] montre que la politique converge vers la politique optimale.

12.2 L’approximation pour l’algorithme d’Itération de la Politique

Le défaut majeur des approches d’itération de la politique réside dans la phase d’évaluation
qui grève fortement le temps d’exécution. Il est alors commun de remplacer cette phase exacte
par une évaluation approchée de la valeur de la politique courante. [Anderson, 2000] présente
une analyse empirique de la différence de robustesse entre les méthodes approchées d’itération
de la politique et de la valeur, illustrant que les premières sont moins enclines à osciller au-
tour d’une solution optimale.

Il est établi que si l’on peut borner l’erreur d’approximation d’un opérateur Ap par :

∃ε ∈ R+ / ∀f ∈ F(S,R), ‖Ap(f)− f‖∞ ≤ ε (12.2)

Alors l’itération de la politique approchée fournit une suite de politiques πk telle que :

lim sup
k→∞

‖V ∗ − V πk‖ ≤ 2γε
(1− γ)2 (12.3)

Ceci permet de borner les erreurs faites lors d’une itération de la politique approchée.
Sur la base de ce résultat, de nombreuses méthodes d’approximation ont été développées.
Nous regroupons ces méthodes en trois grandes familles : les architectures d’approximation
linéaires (ALP ou LSPI), les méthodes utilisant la simulation (roll-outs, méthodes Monte-
Carlo), les méthodes de représentation structurées (arbres, méthodes à noyaux, méthodes
évolutionnaires).
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12.3. Recherche heuristique en avant pour l’itération de la valeur asynchrone

12.3 Recherche heuristique en avant pour l’itération de la valeur asyn-
chrone

L’algorithme RTDP [Barto et al., 1995] est un algorithme d’itération de la valeur asyn-
chrone dont le principe de base est d’effectuer une recherche en avant depuis un état de départ,
cette recherche étant guidée par une fonction heuristique. Cette démarche est illustrée par
l’algorithme 12.1.

Algorithm 12.1: Real Time Dynamic Programming
RTDP(state s, value function h)

V (s)← h(s)
repeat RTDPtrial(s) until convergence of the value function

RTDPtrial(state s)
while s 6∈ GoalStates do

a← argmax
a∈A

r(s, a) +
∑
s′∈S

P (s′|s, a) · s′.value

s.value ← s.Qvalue(a)
s← pickNextState(s, a)

Avec l’algorithme lRTDP [Bonet and Geffner, 2003b], cette recherche en avant est complétée
par un mécanisme de mise à jour “en arrière”. Ce mécanisme met à jour les parents des états
visités lors du dernier épisode, permettant ainsi d’accélérer la convergence de RTDP. Cette
approche de recherche en avant et en arrière a donné naissance aux méthodes actuelles les
plus performantes en planification dans l’incertain, notamment lors de la dernière compétition
internationale de planification [Teichteil-Königsbuch and Infantes, 2008].

12.4 L’algorithme Real Time Policy Iteration

L’idée que nous développons ici est d’adapter le guidage par simulation d’une politique
gloutonne adopté par RTDP, au cadre de l’itération de la politique. Une telle approche se
fonde sur les précédents résultats d’itération de la politique asynchrone et approchée.

Si nous supposons disposer d’un oracle permettant d’obtenir facilement la mise à jour
de la fonction de la valeur (représenté sous la forme de la fonction updateQvalues), alors
l’algorithme RTPI peut-être présenté tel qu’à l’algorithme 12.2.

Algorithm 12.2: Real-Time Policy Iteration
RTPI(state s, policy π)

repeat RTPItrial(s) until convergence of the policy

RTPItrial(state s)
while s 6∈ GoalStates do

s.updateQvalues()
π(s)← argmax

a∈A
s.Qvalue(a)

s← pickNextState(s, π(s))

Le calcul des Q-valeurs en pratique peut se faire de nombreuses manières, de façon exacte
ou approchée comme mentionné plus haut. Il est toutefois particulièrement intéressant de
noter que pour les problèmes à temps explicites, une évaluation de πn reste utilisable lors
d’un épisode de RTPI jusqu’à ce qu’on ait atteint l’horizon, cela même si certaines actions de
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Chapitre 12. L’algorithme Real-Time Policy Iteration

la politique sont mises à jour au fur et à mesure. Cette propriété tient au principe de causalité
et à la stratégie d’exploration de l’espace d’états : si l’on met à jour la politique en l’état s1

et si l’on choisit s2 via l’application d’une politique gloutonne, alors s2 est nécessairement
postérieur à s1 et sa valeur ne dépend pas de l’action décidée en s1.

12.5 Conclusion

Ce cadre RTPI constitue la base de l’algorithme dédié aux problèmes décisionnels de
Markov temporels que nous allons développer au prochain chapitre. Cet algorithme repose
sur l’idée de recherche en avant pour RTPI, associée à une évaluation par simulation et à
l’utilisation d’un couple politique - fonction de valeur.
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13
Recherche locale et incrémentale de politiques, fondée sur la

simulation, pour les GSMDP à temps observable : l’algorithme ATPI

La résolution des problèmes temporels de Markov en grande dimension pose plu-
sieurs difficultés importantes. La première concerne l’écriture du problème en pre-
mier lieu. Le chapitre 11 a permis d’analyser la structure sous-jacente à la com-
plexité de tels processus temporels. Ceci a illustré le fait que ces processus n’étaient
pas nécessairement Markoviens, qu’ils avaient généralement un grand nombre de
variables dans l’espace d’états et étaient facilement représentables sous la forme de
processus atomiques concurrents. Toutefois, le couplage entre ces processus concur-
rents demeure au coeur de la complexité du problème global. De ce fait, ces pro-
cessus sont simples à simuler et à décrire via un modèle génératif mais difficiles à
intégrer sous forme d’un modèle prédictif à événements implicites.
En se fondant sur la formulation GSMDP à temps continu et sur l’idée de Real-Time
Policy Iteration, nous concevons un algorithme d’itération de la politique approchée
afin de chercher de bonnes politiques de contrôle. Cet algorithme s’appuie sur une
exploration gloutonne basée sur la simulation, sur une évaluation de type rollout
et sur des méthodes d’apprentissage statistique afin de construire les fonctions de
valeur. Nous présentons les premiers résultats obtenus avec cet algorithme baptisé
ATPI et illustrons son principal défaut, motivant ainsi la version améliorée du
chapitre suivant.

13.1 Idée générale

Pour des GSMDP à temps observable et à état initial connu, nous effectuons des améliorations
locales de la politique, dans les états rencontrés par simulation de la meilleure politique à jour.
Puisque notre problème utilise un critère total, chaque trajectoire dans l’espace d’états jus-
qu’à l’horizon temporel fournit une réalisation de la variable aléatoire décrivant la récompense
cumulée espérée, dans chacun des états rencontrés. Nous utilisons des outils généraux d’ap-
prentissage statistique (régression) afin de généraliser cette information et de construire une
fonction de valeur approchée pour la politique courante. Cette fonction de valeur est alors
utilisée pour les itérations de Bellman lors de la trajectoire suivante.

En résumé :
– Nous effectuons une exploration partielle de l’espace d’états, guidée par la simulation.
– Nous stockons les récompenses obtenues comme des échantillons des variables aléatoires
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Rπ(s) (récompense à venir).
– Nous utilisons ces échantillons pour construire une régression de la fonction de valeur

de la politique correspondant à la dernière trajectoire.
– Nous utilisons cette fonction de valeur afin d’améliorer la politique lors de la trajectoire

suivante.

13.2 L’algorithme d’Approximate Temporal Policy Iteration

L’algorithme 13.1 décrit les principales étapes de notre algorithme ATPI.

Algorithm 13.1: Online-ATPI
main :

input: π0 or Ṽ0, s0

repeat
TrainingSet ← ∅
for i = 1 to Nsim do
{(s, v)} ← simulate(Ṽ , s0)
TrainingSet← TrainingSet ∪ {(s, v)}

Ṽ ← TrainApproximator(TrainingSet)
until termination

simulate(Ṽ , s0) :
ExecutionPath← ∅
s← s0

while horizon not reached do
a← ComputePolicy(s, Ṽ )
(s′, r)← GSMDPstep(s, a)
ExecutionPath← ExecutionPath ∪ (s′, r)

convert execution path to value function {(s, v)}
return {(s, v)}

ComputePolicy(s, Ṽ ) :
for a ∈ A do

Q̃(s, a) = 0 for j = 1 to Nsamples do
(s′, r)← GSMDPstep(s, a)
Q̃(s, a)← Q̃(s, a) + r + γt

′−tṼ (s′)

Q̃(s, a)← 1
Nsamples

Q̃(s, a)

return argmax
a∈A

Q̃(s, a)

Cet algorithme utilise les aspects d’exploration et d’évaluation par simulation. Il utilise
alors les échantillons de fonction de valeur obtenus pour construire un régresseur sous la
forme d’une machine à vecteurs supports (SVR). Il est intéressant de noter que cet algo-
rithme effectue au final une amélioration incrémentale de la politique courante sans jamais
utiliser explicitement cette dernière.

Une hypothèse importante concernant cette résolution concerne l’aspect non-Markovien.
Nous maintenons l’hypothèse que les horloges (variables cachées du processus) ont un im-
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13.3. Premiers résultats d’ATPI sur le problème du métro

pact négligeable sur la politique optimale. Toutefois, cet aspect non-Markovien nous im-
pose de faire une hypothèse de “reproductibilité” du simulateur afin d’obtenir suffisamment
d’échantillons pour évaluer des Q-valeurs.

Enfin, il est intéressant de noter que l’approche ATPI traite indifféremment les variables
continues et discrètes.

13.3 Premiers résultats d’ATPI sur le problème du métro

Les tests de l’algorithme ATPI ont été effectués sur une instance du problème de contrôle
d’un réseau de métro. Dans ce problème, l’état observable est constitué du nombre de passa-
gers sur les quais et dans les rames, ainsi que de la position des trains et de l’heure courante
de la journée. L’espace d’actions consiste en la possibilité de mettre en service ou de retirer
des rames. Les récompenses sont acquises à chaque sortie d’un passager, tandis que les coûts
correspondent à la consommation électrique du réseau.

La figure 13.1 présente l’évolution de la valeur de l’état initial étant donné la politique
courante au fur et à mesure des itérations.
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Fig. 13.1 – Problème du métro — Evolution de la politique

L’utilisation des SVR pour la régression apporte certains avantages mais est grandement
handicapée par le biais que constitue l’opérateur SVR en lui-même. Une bonne politique
est trouvée à l’itération huit mais la politique suivante semble catastrophique. Nous pro-
posons l’explication illustrée par la figure 13.2 tenant au fait que la formulation ATPI est
incomplète : dans certaines parties inexplorées de l’espace d’états, la fonction de valeur est
non-pertinente et ne doit pas être utilisée, au risque de se ré-engager dans des régions à
faibles récompenses déjà explorées.

Cette version “näıve” d’ATPI appelle donc à être complétée par une mesure de confiance
en la fonction de valeur.
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14
L’algorithme ATPI amélioré

Ce chapitre présente la version finale de notre travail sur le contrôle de systèmes
temporels à événements explicites. Il s’appuie sur les résultats de chacun des cha-
pitres précédents et introduit une description de plus haut niveau des systèmes que
nous cherchons à contrôler. Cette description s’appuie sur le paradigme de descrip-
tion des systèmes à événements discrets et définit la classe des systèmes contrôlables
temporels à événements discrets (DECTS). Sur la base de cette formulation et des
conclusions du précédent chapitre sur l’approche ATPI, nous introduisons l’algo-
rithme improved ATPI, qui corrige le problème de fiabilité de la fonction de va-
leur d’ATPI. Cet algorithme synthétise les contributions précédentes dans un cadre
unifié. Nous présentons plusieurs exemples d’implantation d’improved ATPI et dis-
cutons des premiers résultats sur le problème du métro.

14.1 Définition des systèmes temporels contrôlables à événements dis-
crets (DECTS)

Nous définissons les systèmes temporels contrôlables à événements discrets (DECTS)
dans le cadre DEVS comme des systèmes à événements discrets possédant un port d’entrée
correspondant à de possibles commandes qui conditionnent leur évolution. Cette dernière
n’est pas nécessairement Markovienne. Par ailleurs, chacune des transitions d’un DECTS
présente une extension temporelle. On peut résumer ce modèle par la figure 14.1.DECTSations

a

observations
(s′, r)

step(a) ≡
δext(a, sinternal)

Fig. 14.1 – Représentation schématique d’un DECTS dans le cadre DEVS

Nous cherchons à décrire un algorithme d’apprentissage comme un système à événements
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Chapitre 14. L’algorithme ATPI amélioré

discrets. Pour ce faire nous nous appuyons sur le concept de simulations récursives et sur le
cadre de la création et du contrôle dynamique du graphe des modèles de simulation. Cela
permet de définir un “learner” DECTS comme un modèle exécutif DS-DEVS [Barros, 1997]
et de lui permettre de créer des expériences sous forme de DECTS comme illustré par la
figure 14.2. DECTSlearner

exeutivemodel DECTS
reursivesimulationmodeldynamially reate or loneDECTS models on the �y andlink them with the learner

reeive information fromlinked models

Fig. 14.2 – Modélisation d’un DECTS-learner dans le cadre événements discrets

Nous illustrons cette représentation unifiée de l’algorithme et du système de simulation
sous la forme du DECTS-learner de l’algorithme naive ATPI, figure 14.3.

14.2 Retour sur les idées de base d’ATPI

L’idée de base d’ATPI est commune avec les approches de type Monte-Carlo en général :
simuler pour explorer et simuler pour évaluer. Cette approche s’appuie sur la connaissance
de l’état initial du processus et d’un modèle génératif.

Une première originalité d’ATPI est l’exploitation de la présence d’un temps observable
pour pouvoir utiliser un critère total et surtout pour pouvoir garantir des simulations de
durée finie. Plus précisément, ATPI se fonde sur la probabilité nulle d’observer une séquence
infinie de transitions entre états ayant la même date.

Par ailleurs, l’exploration dans les espaces métriques hybrides est un problème crucial
d’efficacité et nous prenons l’option d’effectuer des explorations partielles. Ces explorations
appellent alors une notion de généralisation.

Cependant, le couple “exploration partielle” - “généralisation” implique de définir ce qui
a été précédemment introduit comme une notion de confiance. Il est nécessaire de pouvoir
définir quels éléments, dans l’espace d’état (ou dans l’espace des couples états-actions), ont
été explorés ou sont assez proches d’éléments explorés pour pouvoir utiliser la généralisation.
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Fig. 14.3 – Le DECTS-learner de naive ATPI

Cette notion de confiance se ramène, d’un point de vue statistique, à l’évaluation d’une
statistique suffisante pour les paramètres que l’on cherche à mesurer (notamment la fonction
de valeur). Nous rapprochons ce problème de celui de la recherche de la densité de probabilité
de la distribution décrivant les états visités par la politique courante.

Enfin, nous utilisons cette notion de confiance afin de reconstruire l’algorithme ATPI qui
se conçoit alors comme un problème d’apprentissage statistique complet comprenant :

– Un problème de régression, en ligne, incrémentale pour la fonction de valeur.
– Un problème d’estimation de densité, en ligne, incrémentale pour la confiance en la

fonction de valeur.
– Un problème de classification hors-ligne pour la politique.
– Un problème d’estimation de densité hors-ligne pour la fonction de confiance de la

politique.
Ces quatre objets constituent les quatre objets de décision (decision objects) utilisés dans

le DECTS-learner de l’algorithme improved ATPI.

14.3 L’algorithme improved ATPI

Nous pouvons alors présenter l’algorithme iATPI sous la forme du pseudo code de l’al-
gorithme 14.1, ou encore sous la forme plus compacte du DECTS-learner correspondant
présenté figure 14.4.

On peut notamment représenter le processus de création et de destruction de simulations
d’iATPI ainsi que les différentes références temporelles associées par la figure 14.5.
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Algorithm 14.1: Improved online-ATPI : iATPI
main :

input: π0, s0

repeat
valueDB.reset() /* new trial */
actionDB.reset()
for i = 1 to Nsim do

σ.reset()
trialProcess.init(s0)
while horizon not reached do

a =bestAction(s)
trialProcess.activateEvent(a)
(s′, r)← trialProcess.step()
σ.add(s, a, r)

valueDB.convertExecutionPathToValueFunction(σ)
actionDB.add(σ)

Vn, CVn ← trainRegressor(valueDB) /* decision objects */
πn, Cπn ← trainClassifier(actionDB)

until termination

bestAction(s) :
for a ∈ As do

Q̃(s, a) = 0
for j = 1 to Na do

Q̃(s, a) = Q̃(s, a)+ simulateWithStop(s, a) /* test the actions */

Q̃(s, a) = Q̃(s,a)
Na

return arg max
a∈A

Q̃(s, a)

simulateWithStop(s) :
σeval ← ∅
evalProcess = trialProcess.clone()
evalProcess.activateEvent(a)
(s′, r)← evalProcess.step()
Q← r
s← s′

while horizon not reached and CVn(s) = false do /* explore until confident */
a = πn(s)
evalProcess.activateEvent(a)
(s′, r)← evalProcess.step()
Q← Q+ r
s← s′

σeval.add(s, r)
Q = Q+ Vn(s)
valueDB.convertExecutionPathToValueFunction(σeval)
Vn, CVn ← reTrainRegressor(valueDB) /* update value function */
return Q
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Fig. 14.4 – Le DECTS-learner d’improved ATPI

14.4 Premiers retours d’expérience avec iATPI — résultats et difficultés

L’algorithme iATPI se prête à de nombreuses implantations possibles dépendant des
méthodes d’apprentissage statistique utilisées. Nous discutons de plusieurs essais d’implan-
tation résumés par le tableau 14.1 puis nous focalisons sur les deux méthodes permettant
un apprentissage réellement en ligne. Ces deux méthodes sont désignées dans le tableau par
“compact iATPI” et “full storage iATPI”.

HH
HHH

HHH
HHH

πn +
Cπn

Vn +
CVn

None +
s 7→ false

SVR +
OC-SVM

LWPR + RF
activn level

Parzen regr.
+ window.

MC-SVM +
OC-SVM

Monte-Carlo
iATPI

“non-naive”
iATPI

compact
iATPI

—

local vote +
Parzen w.

— — —
full storage

iATPI

Tab. 14.1 – Plusieurs version d’iATPI

La version “compact iATPI” nous permet de mettre en évidence d’intérêt du filtrage par
la fonction de confiance. Elle met également en lumière les avantages et inconvénients de
l’usage d’une méthode de régression locale comme LWPR [Vijayakumar et al., 2005].
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DECTSlearner
exeutivemodelVn, CVn , πn, Cπn optimization time

DECTS
reursivesimulationmodel�trial� DECTSdynamiallyreatesand linksthe �trial�model

trial time
DECTS

reursivesimulationmodel�eval� DECTS
dynamiallylonesand linksthe �eval�models

evaluationsimulations time
Fig. 14.5 – Illustration des différentes échelles temporelles du DECTS-learner d’iATPI
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14.5. Conclusion

Cette méthode met également en évidence une difficulté propre au problème du métro qui
tient à la forte variance des variables aléatoires observées et qui affecte fortement la difficulté
de construction en ligne d’un bon régresseur.

Certains aspects sont corrigés par la version “full storage” d’iATPI. Cette version s’ap-
puie sur le stockage des échantillons collectés par simulation sans post-traitement. Pour cela,
un système de recherche par coordonnées dans notre espace d’états de grande dimension
évite les faiblesses des représentations tabulaires.

Les différentes fonctions (de valeur, de confiance et la politique) sont alors calculées en
ligne par régression de Parzen. La fonction de valeur utilise une méthode de fenêtrage local
en norme L1 puis une pondération uniforme ou de type L2 pour définir une moyenne. Les
fonctions de confiance sont définies par la densité locale des échantillons. La politique est
obtenue par un système de vote majoritaire entre échantillons.

Le problème des fortes variances et l’ajustement automatique de la fonction de confiance
est obtenu en dérivant des bornes de confiance à partir du théorème central-limite.

Cette version d’iATPI est à ce jour la version la plus prometteuse testée, malgré son fort
coût en terme de stockage d’échantillons.

14.5 Conclusion

Ce chapitre a posé des fondations saines à l’algorithme iATPI. Cet algorithme d’itération
de la politique asynchrone effectuant une exploration partielle de l’espace d’états et une
amélioration incrémentale de la politique en tirant parti de la présence d’une variable tem-
porelle fournit maintenant de meilleures garanties que l’algorithme ATPI näıf du chapitre
précédent.

Par ailleurs l’utilisation des techniques d’apprentissage statistique — en ligne ou hors
ligne — reste un sujet ouvert sur lequel plusieurs axes de recherche sont actuellement ex-
plorés par d’autres équipes. iATPI tire une grande partie de son originalité du couplage
exploration partielle - évaluation partielle et de la définition des zones explorées (zones de
confiance) et des zones inconnues.

Bien entendu, il est encore trop tôt pour tirer des conclusions définitives quant à cette
approche et de nombreux tests et améliorations sont encore nécessaires et constituent un
objectif essentiel des travaux post-thèse.

Enfin, la représentation DECTS permet de représenter dans un cadre commun les agents
apprenants et les processus à contrôler. Du point de vue de la représentation et de la multi-
modélisation des systèmes, cela ouvre une porte nouvelle à la représentation et au couplage
de processus de simulation et de processus d’optimisation.
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15
Conclusion

Ce chapitre de conclusion résume la progression des idées suivies au cours de cette
partie III. Il rassemble nos contributions de façon synthétique et s’ouvre sur les
futurs domaines de travail.

15.1 Bilan

Cette partie III s’est concentrée sur la résolution de problèmes décisionnels de Markov
temporels à événements explicites. Partant de la constatation que ce tels processus sont sou-
vent trop complexes pour être directement modélisés comme des MDP, nous nous sommes
tournés vers le cadre générique de la théorie DEVS afin de représenter et construire les
modèles génératifs des systèmes à contrôler. Ceci a motivé nos premières contributions :
nous avons exprimé le problème de contrôle comme un GSMDP hybride à temps continu et
illustré la complexité de construction d’un modèle prédictif du système ainsi que son aspect
non-Markovien. Cela nous a permis d’établir un pont entre modèles DEVS et GSM(D)P et
d’obtenir une description générale du système à contrôler, compatible de façon générale avec
tout système à événements discrets.

Nous avons alors exploité l’idée de simulation gloutonne pour la recherche en avant dans le
cadre le l’itération de la politique asynchrone, créant ainsi le cadre RTPI. Cet algorithme est
fortement inspiré par les idées de programmation dynamique asynchrone de [Bertsekas and
Tsitsiklis, 1996] et par l’exploration gloutonne de [Barto et al., 1995] et [Bonet and Geffner,
2003b]. Cette idée constitue notre seconde contribution et est motivée par le fait que — pour
les problèmes temporels à résoudre — nous connaissions l’état de départ, disposions d’une
méthode de simulation de politique et souhaitions limiter l’exploration de l’espace d’états
aux états les plus pertinents.

Ces deux premières briques de simulation et de procédure algorithmique ont alors permis
de définir l’algorithme ATPI qui exploite le temps observable introduit dans les GSMDP afin
d’éviter de stocker une politique pendant l’exécution de RTPI et afin de compense la perte de
la propriété de Markov et de faciliter les itérations de Bellman. L’algorithme “naive ATPI”
constitue notre troisième contribution et le premier pas vers sa version améliorée. Nous avons
évalué ATPI sur le problème du métro, illustrant ainsi à la fois ses résultats prometteurs et
ses faiblesses fondamentales.

Ces premiers résultats nous ont alors permis de tirer plusieurs conclusions. Avant tout,
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nous avons pris un certain recul avec le cadre des GSMDP et nous sommes attachés à ca-
ractériser les propriétés essentielles des systèmes que nous souhaitions contrôler. Ceci nous
a amenés à définir, comme quatrième contribution, les systèmes temporels contrôlables à
événements discrets, ou DECTS, qui s’insèrent dans le cadre de la théorie DEVS et englobent
les propriétés de dynamique par événements des GSMDP, leur comportement non-Markovien
et la classe générale des problèmes de contrôle temporel à événements discrets. L’un des points
cruciaux de cette définition réside dans la représentation du système simulé et du processus
d’optimisation dans un langage commun utilisant le principe des modèles dynamiques et des
simulations récursives et introduisant la définition générale d’objets de décision. Ceci permet
alors de considérer une procédure d’optimisation en décision séquentielle comme un système
à événements discrets et permet, par exemple de construire des procédures d’optimisation
de façon hiérarchique, dans un langage commun.

Enfin, sur la base de la description DECTS, nous avons reformulé l’algorithme ATPI afin
d’en éliminer les précédentes faiblesses. Ceci mène à notre dernière contribution : iATPI. Cet
algorithme rassemble des résultats de simulation, la méthode d’RTPI et les outils empruntés
à l’apprentissage statistique. Il cherche à résoudre des problèmes décisionnels de Markov
temporels de grande dimension, à espace d’état continu, en présentant les caractéristiques
suivantes :

– Exploration par simulation (recherche gloutonne en avant)
– Evaluation par simulation (évaluation de Monte-Carlo)
– Généralisation locale dans l’espace d’états de l’expérience reçue (régularité du régresseur

/ classificateur pour les objets de décision que nous avons considérés).

Bien que le temps nous ait manqué afin de tester extensivement les dernières versions
d’iATPI, les premiers résultats ont ouvert de nombreuses possibilités d’amélioration et ont
soulevé de nouvelles questions. En particulier, ils ont fournis des indications quant à la perti-
nence statistique des objets de décision utilisés. Ils ont également permis de raffiner la notion
de confiance, qui permet de guide l’exploration pour l’optimisation. Ils ont enfin montré les
propriétés nécessaires des outils de régression, classification et estimation de densité appro-
priés lors d’une utilisation conjointe avec iATPI.

15.2 Perspectives

Bien entendu, la première étape des travaux futurs consiste à tester extensivement les
différentes implantations d’iATPI. Ces tests devront impliquer différentes versions des ou-
tils d’apprentissage statistique mais également porter sur d’autres cas d’évaluation que les
problèmes abordés dans la thèse.

La construction d’une version efficace d’iATPI dans certains cas pourra impliquer la
définition d’autres outils dédiés afin de construire de bonnes politiques et fonctions de va-
leur. Une étude approfondie de l’algorithme LWPR semble notamment une bonne piste de
recherche, entre autres pour compenser son important besoin d’échantillons et pour l’adapter
au problèmes locaux de classification par exemple.

Une autre perspective intéressante se situe dans le cadre du modèle DECTS. Avoir écrit
le système simulé et l’algorithme d’apprentissage en utilisant un langage commun de descrip-
tion nous permet de considérer l’ensemble système-contrôleur comme un nouveau système
à événements discrets et de construire hiérarchiquement d’autres systèmes d’optimisation
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à un niveau plus élevé. Entre autres choses, ceci ouvre une perspective aux techniques de
vérification, validation et test dans un cadre unifié à événements discrets.
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Conclusion générale

Partant de la problématique initiale de décider, sous contraintes d’incertitude, dans le
cadre de problèmes non-stationnaires, nous avons exploré deux cadres de modélisation dis-
tincts, correspondant chacun à une extension des processus décisionnels de Markov.

Nous avons tout d’abord fait l’hypothèse qu’un modèle stochastique “tout-intégré” du
processus à contrôler était disponible sous la forme d’un TMDP. Ces TMDP formalisent la
notion de modèles de décision à événements implicites. Sur la base de cette modélisation,
nous nous sommes appliqués à fournir un cadre solide à l’équation d’optimalité, à améliorer
le processus de résolution et à étendre l’expressivité du modèle. Cela s’est fait au travers de
l’introduction de deux modèles plus généraux : SMDP+ et XMDP, qui ont mis en lumière
les avantages et les limites des TMDP, généralisé leur équation d’optimalité et ouvert de
nouvelles pistes pour leur résolution.

Mais les modèles de décision à événements implicites sont rarement disponibles directe-
ment et il est bien plus aisé de décrire un problème de décision temporelle via un modèle à
événements explicites. L’inconvénient de ces derniers est qu’il devient impossible d’y optimi-
ser des politiques avec les mêmes garanties d’optimalité générales que dans le cadre MDP. Par
conséquent, nous sommes attachés en premier lieu à comprendre et formaliser ces systèmes
temporels à événements explicites. Cette étude nous a menés vers le champs de la théorie de
spécification des systèmes à événements discrets DEVS et vers l’usage de méthodes d’appren-
tissage statistique dans un but commun : construire un algorithme générique d’optimisation
de politique pour ces problèmes décisionnels de Markov temporels à événements explicites.

Les différents domaines explorés et les contributions apportées dans les parties II et III
peuvent être résumés de la façon suivante :

– La partie II s’est concentrée sur la formalisation des modèles de décision à événements
implicites, étendant le modèle TMDP à un cadre de représentation et d’optimisation
plus général et plus expressif (les représentations polynômiales par morceaux) et in-
troduisant le cas général d’un temps continu avec la formalisation XMDP. Les efforts
de résolution de tels problèmes temporels ce sont tournés vers des algorithmes de re-
cherche en arrière, effectuant une optimisation de type itération de la valeur de façon
asynchrone.

– La partie III s’est, elle, tournée vers la modélisation des systèmes à événements ex-
plicites où l’inclusion de la variable temporelle a en partie compensé la parte de
la propriété de Markov. Les contributions algorithmiques se sont alors portées sur
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des méthodes de recherche en ligne et en avant, utilisant les propriétés générales des
méthodes d’apprentissage statistique et traitant des espaces d’états de grande dimen-
sion.

Nous ne nous attarderons pas plus ici sur les contributions amenées par l’étude de ces
deux domaines distincts et renvoyons pour cela le lecteur aux chapitres de conclusion de
leurs parties respectives (chapitres 10 et 15). A la place, il semble pertinent de prendre du
recul vis-à-vis de notre variable temporelle afin de tirer des conclusions plus générales.

La discussion du chapitre 2, soulignant les différences et similarités entre MDP stan-
dards et problèmes décisionnels de Markov temporels, a souligné trois différentes notions de
temps dans le contexte des processus stochastiques : le temps du processus (les numéros des
périodes de décision successives), le temps de transition ou de séjour (l’extension temporelle
des transitions) et le temps physique ou horloge du système (la mesure à laquelle l’agent à
accès en regardant sa montre). Nous sommes restés dans le cadre des processus à événements
discrets ce qui nous a menés à nous concentrer sur les deux dernières notions, leurs relations
et dépendances. Au final il apparâıt que :

– L’horloge du système peut être traitée comme toute autre variable non renouvelable du
processus. La généralisation des TMDP aux XMDP en est probablement la meilleure
illustration. Même s’ils définissent un temps non borné a priori, les TMDP reposent
sur l’hypothèse implicite que la connaissance de l’instationnarité est limitée dans le
temps. Ainsi, on pourrait considérer un TMDP comme un MDP ayant une variable
continue. Toutefois,

– l’horloge du système de devrait pas être traitée comme n’importe quelle variable conti-
nue dans un problème décisionnel de Markov temporel. La première raison en est que
cette variable structure l’évolution du processus : elle conditionne les modèles de tran-
sition, durée et récompense et, par conséquent, la politique optimale. Donner au temps
une place particulière dans le processus d’optimisation — comme le font les cadres
TMDP et XMDP — permet de structurer la résolution en tirant parti du principe de
causalité1. De plus, l’introduction d’une variable temporelle continue observable dans
le cadre GSMDP a permis, quand l’état initial est connu, de compenser en partie la
perte de la propriété de Markov due à la non-observabilité de la dynamique interne
décidant des temps de séjour.

D’un point de vue pratique, les algorithmes TMDPpoly et iATPI, qui forment la principale
contribution algorithmique de la thèse, peuvent bénéficier d’améliorations, d’une meilleure
compréhension de leurs mécanismes et de meilleures implantations. Toutefois, ils constituent
tous deux des propositions nouvelles dans leurs domaines respectifs et en regard de la ques-
tion de la planification et de l’apprentissage dans l’incertain.

Finalement, cette question de gestion du temps est loin d’être close. D’autres commu-
nautés de recherche on adopté des formalismes différents pour s’attaquer à la question :
logique temporelle, planification déterministe temporelle, TMDP, équations différentielles de
propagation, . . . tous constituent des tentatives distinctes de représentation de la dépendance
temporelle des problèmes de décision et de leur structure. Nous avons présenté dans cette
thèse une contribution au cadre spécifique de la décision dans l’incertain, essayant, à un
niveau modeste, de construire des ponts entre communautés (décision dans l’incertain et
modélisation à événements discrets par exemple). Cependant, à la fois dans nos domaines et
dans le cas général, cette variable temporelle conserve une certaine aura d’incompris, confor-
mant que son étude nécessite plus de . . . temps.

1conséquence directe du fait que le temps soit une variable non renouvelable.
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